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ABSTRACT

This paper presents a multi-stage model for the problem
of power distribution expansion planning. The expansion
model considers the increase of substation capacities, instal-
lation of new substations and several alternatives for the feed-
ers (enlargement, removing, merging, splitting, load transfer
and conductor replacement). The objective function takes
into account the present value of the total installation costs
(feeders and substations) and the network operation and
maintenance costs. The model also considers the operational
constraints, concerning the equipment capacities and volt-
age limits, and logical constraints used to reduce the search
space. In addition, the paper presents: (a) an extension of
the linear disjunctive formulation, making possible the in-
clusion, exclusion and the replacement of the initial con-
figuration branches; (b) a generalization of new paths con-
straints useful for complex network topologies. With the pro-
posed mixed linear integer model the optimal solution can be
achieved by means of mathematical programming methods,
like the branch-and-bound algorithm. The validation and the
efficiency of the proposed model are based on a medium volt-
age distribution network taken as an example of application.
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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se um modelo para o problema de
planejamento em múltiplos estágios da expansão do sistema
de distribuição de energia. O modelo de expansão consi-
dera a ampliação da capacidade das subestações existentes,
a instalação de novas subestações e os diferentes tipos de al-
terações possíveis nos alimentadores (ampliação, remoção,
união, subdivisão, transferência de carga e substituição de
condutores). A função objetivo a ser minimizada representa
o valor presente dos custos totais de instalação (alimentado-
res e subestações), de operação e manutenção da rede. O mo-
delo apresentado considera restrições operacionais, relacio-
nadas com a capacidade dos equipamentos e com os limites
de tensão, e restrições lógicas, com o objetivo de reduzir o es-
paço de busca. São apresentadas: (a) uma extensão da formu-
lação linear disjuntiva que é capaz de representar a inclusão,
a exclusão e a substituição de ramos da configuração inicial;
(b) uma generalização das restrições relacionadas com a cria-
ção de novos caminhos que pode ser aplicada em topologias
mais complexas. O modelo linear inteiro misto resultante
permite que a solução ótima seja obtida através de métodos
de programação matemática, tais como o algoritmo branch-
and-bound. A validade e a eficiência do modelo apresentado
são comprovadas por intermédio de um exemplo de aplica-
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ção em uma rede de distribuição em média tensão.

PALAVRAS-CHAVE: distribuição de energia, planejamento
da expansão, otimização.

1 INTRODUÇÃO

O problema de planejamento da expansão do sistema de dis-
tribuição consiste em determinar a capacidade, a localização
e o instante de instalação dos novos equipamentos de distri-
buição considerando as restrições de capacidade das linhas,
queda de tensão e segurança no atendimento da demanda
(Willis, 2004; Khator e Leung, 1997; Lakervi e Holmes,
1995; Temraz e Quintana, 1993).

Inicialmente, diversos autores tentaram resolver este pro-
blema de forma simplificada, considerando um modelo de
planejamento estático para um determinado horizonte (Sun
et alii, 1982; Aoki et alii, 1990). Destes trabalhos resultou
a formalização do problema em um único estágio no qual os
recursos necessários para o horizonte de planejamento são
introduzidos de uma só vez. Geralmente utiliza-se um hori-
zonte de curto prazo para que sejam selecionados os investi-
mentos que correspondam às reais necessidades da rede, pois
as incertezas nas previsões tendem a aumentar quando o ho-
rizonte se amplia.

Posteriormente, o problema foi adequado para considerar um
horizonte de longo prazo (Gönen e Foote, 1982; Ramírez-
Rosado e Gönen, 1991; Nara et alii, 1992). Esta abordagem
deu origem à formulação do problema em múltiplos estágios
nos quais os recursos necessários para o horizonte de plane-
jamento podem ser distribuídos de acordo com as necessida-
des previstas para cada estágio. Desta forma, as concessioná-
rias podem acompanhar o crescimento gradual da demanda
e realizar o planejamento a mínimo custo, considerando um
horizonte de longo prazo. Os investimentos definidos para
as etapas iniciais são efetivamente executados enquanto os
investimentos definidos para as etapas finais são reavaliados
no futuro considerando previsões atualizadas. Assim, o hori-
zonte de planejamento desloca-se dinamicamente, de modo
que o estágio inicial sempre coincida com o período (mês ou
ano) de execução.

Os métodos de solução usados para resolver o problema de
expansão podem ser divididos em duas categorias: métodos
de programação matemática e métodos heurísticos, incluindo
sistemas especialistas e algoritmos evolucionários. Entre os
métodos de programação matemática destaca-se a programa-
ção inteira mista (Sun et alii, 1982; Vaziri et alii, 2004a e
2004b; Paiva et alii, 2005), a programação não-linear (Pon-
navaikko et alii, 1987; El-Khattam et alii, 2005), a progra-
mação dinâmica (Boulaxis et alii, 2002; Díaz-Dorado e Pi-
dre, 2004) e a programação linear (Farrag et alii, 1999). Com

esta abordagem é possível representar explicitamente as prin-
cipais restrições (Leis de Kirchhoff, capacidade dos equipa-
mentos, queda de tensão e orçamento) e minimizar os custos
fixos e variáveis relacionados com a instalação e substituição
de equipamentos. Nas abordagens via programação inteira
mista, a introdução de considerações práticas freqüentemente
limita o número de soluções e torna os problemas combinato-
riais associados computacionalmente tratáveis. Este fato, as-
sociado a possibilidade de garantia de otimalidade e a capa-
cidade de processamento dos computadores disponíveis atu-
almente, torna esta abordagem muito atrativa.

Desde 1980, grandes esforços têm sido investidos na solução
do problema de planejamento da distribuição empregando al-
goritmos heurísticos, que se tornaram uma alternativa aos
métodos de programação matemática. Os métodos heurís-
ticos ganharam espaço pela facilidade em considerar restri-
ções e funções objetivos não-lineares, embora não existam
garantias de que a solução ótima do problema seja obtida.
Ainda, com esta abordagem é possível introduzir mais fa-
cilmente aspectos como perdas, confiabilidade e incertezas.
Entre os métodos heurísticos destacam-se os algoritmos de-
nominados “branch exchange” (Aoki et alii, 1990; Nara et
alii, 1998; Míguez et alii, 2002) e os algoritmos baseados em
computação evolucionária (Miranda et alii, 1994; Ramírez-
Rosado e Bernal-Augustín, 2001; Díaz-Dorado et alii, 2002).
Outros métodos heurísticos também têm sido empregados na
solução deste problema tais como os sistemas especialistas
(Ranjan et alii, 2002), colônia de formigas (Gómez et alii,
2004), “simulated annealing” (Parada et alii, 2004) e busca
tabu (Augugliaro et alii, 2002).

Propõe-se neste trabalho a solução ótima do problema de
planejamento multi-estágio que emprega método de progra-
mação matemática e inclui características e restrições usu-
almente empregadas nas abordagens heurísticas. O modelo
considera os diversos tipos de alterações possíveis nos nós e
nos ramos das redes de distribuição e as diversas restrições
operacionais e financeiras do problema de expansão. As al-
terações associadas aos nós incluem: instalação de novas su-
bestações, ampliação de subestações existentes, instalação de
novos transformadores de força e corte de carga. As altera-
ções associadas aos ramos incluem: instalação, alteração e
remoção de trechos de alimentadores com opção por dife-
rentes bitolas. A possibilidade de representação destas al-
ternativas de alteração e a consideração de um horizonte de
longo prazo (dividido em estágios) permitem que se obte-
nham custos finais inferiores aos obtidos pelos modelos mais
simples, onde apenas parte destas alternativas pode ser simul-
taneamente analisada. Apresenta-se, também, uma extensão
da abordagem disjuntiva tipicamente empregada na lineari-
zação dos problemas relacionados com o planejamento da
expansão dos sistemas de transmissão empregando o modelo
de rede do fluxo de carga DC (Bahiense et alii, 2001; Ro-
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mero et alii, 2002). Na formulação dos problemas de ex-
pansão da transmissão e distribuição as não-linearidades nas
restrições estão relacionadas com o produto entre as variá-
veis binárias e variáveis contínuas. Na abordagem clássica
apenas a inclusão ou não de um ramo é representada pela
formulação disjuntiva; na abordagem apresentada neste tra-
balho representa-se também a remoção e a substituição dos
ramos.

Para reduzir o espaço de busca do problema inteiro misto
que descreve o planejamento da expansão, são introduzidas:
(a) restrições lógicas, que descrevem limitações de investi-
mento; (b) restrições de cerca, obtidas a partir da Lei de Kir-
chhoff das correntes; (c) restrições de novos caminhos (Mon-
ticelli et alii, 1982), que são generalizadas para poder operar
com topologias mais complexas.

O artigo está organizado de acordo com a seguinte seqüência.
Na seção 2, é apresentada a notação. Na seção 3, apresenta-
se a modelagem do problema de otimização, sendo apresen-
tadas em detalhes a função objetivo e as restrições empre-
gadas. Na seção 4, descreve-se o modelo de carga e da rede.
Na seção 5 apresenta-se um exemplo de aplicação do modelo
proposto considerando o planejamento em três estágios. Para
finalizar são apresentadas as conclusões.

2 NOTAÇÃO

Conjuntos

ΩF e ΩF
i ramos da rede fixa (ramos pré-definidos ao longo

do horizonte de planejamento) e alterações definidas
para cada ramo i da rede fixa

ΩR e ΩR
j ramos da rede com alternativas de substituição e

alternativas de substituição candidatas do ramo j

ΩA e ΩA
k ramos da rede com alternativas de adição e alter-

nativas de adição candidatas do ramo k

ΩS e ΩS
l nós da rede relacionados com as subestações exis-

tentes e alternativas de instalação ou ampliação e alter-
nativas de adição ou ampliação do nó l

ΩD nós da rede que possuem demanda

Variáveis binárias de investimento (x = 1 significa que a
alternativa será selecionada)

xRJ
j,t variável associada à substituição (recondutoração) pela

alternativa RJ do ramo j no estágio t

xAK
k,t variável associada à adição da alternativa AK do ramo

k no estágio t

xS0
l,t variável associada aos custos fixos de instalação ou am-

pliação de uma subestação no nó l no estágio t

xSL
l,t variável associada a ampliação pela alternativa SL da

subestação do nó l no estágio t

xt vetor das variáveis de investimento do estágio t

Variáveis binárias de utilização e seus limites (y = 1 sig-
nifica que a alternativa será utilizada)

yFI
i,t e yFI

max,i,t variável associada à utilização da alteração
definida FI do ramo i da rede fixa no estágio t e seu
limite máximo: yFI

max,i,t = 1 significa que a alteração
FI do ramo i está disponível para utilização no estágio
t

yR0
j,t e yRJ

j,t variável associada à utilização do ramo inicial
R0 ou da alternativa RJ de substituição do ramo j no
estágio t

yAK
k,t variável associada à utilização da alternativa de adição

AK do ramo k no estágio t

Variáveis contínuas e seus limites

fF
i,t e fFI

max,i fluxo de corrente no ramo i da rede fixa no es-
tágio t e capacidade máxima da alteração FI definida
para o respectivo ramo

fR
j,t , fR0

max,j e fRJ
max,j fluxo de corrente no ramo j da rede de

substituição no estágio t e capacidades máximas inicial
R0 e da alternativa RJ do respectivo ramo

fA
k,t e fAK

max,k fluxo de corrente no ramo k da rede de adição
no estágio t e capacidade máxima da alternativa AK do
respectivo ramo

fF
t , fR

t e fA
t vetores coluna dos fluxos de corrente nos ra-

mos da rede fixa e das redes candidatas à substituição e
à adição no estágio t

gS
l,t , gS

max,l,t e gSL
max,l injeção de corrente no nó l no estágio

t e seus limites máximos da capacidade existente (no
estágio t) e da alternativa SL de instalação ou ampliação
de subestações

rm,t injeção fictícia de corrente (corte de carga) no nó m no
estágio t

rt vetor coluna das injeções fictícias de corrente nodais
(corte de carga) no estágio t

gt vetor coluna das injeções de corrente nodais no estágio t
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Vt , Vmin e Vmax vetor coluna das magnitudes das ten-
sões nodais no estágio t e seus limites mínimo e má-
ximo

cinv
t (xt) custo de investimento do estágio t

c
oper
t (rt,gt) custo de operação do estágio t

Parâmetros

dm,t demanda de corrente nodal (carga) no nó m no estágio
t

dt vetor coluna das demandas de corrente nodais (cargas) no
estágio t

SF matriz incidência nó-ramo da rede fixa

SR matriz incidência nó-ramo da rede com alternativas de
substituição

SA matriz incidência nó-ramo da rede com alternativas de
adição

ZFI
i impedância da alteração definida FI do ramo i da rede

fixa

ZR0
j e ZRJ

j impedâncias inicial e da alternativa de substitui-
ção RJ do ramo j

ZAK
k impedância da alternativa de adição AK do ramo k

M número grande o bastante para relaxar as restrições dis-
juntivas

Nt número de nós da rede no estágio t, excluindo subesta-
ções

δinv
t e δ

oper
t fatores utilizados para converter em valor pre-

sente os custos de investimento e de operação, respecti-
vamente, no estágio t

OFI
i custo de operação da alteração definida FI do ramo i

CRJ
j e ORJ

j custos de investimento e de operação da alter-
nativa de substituição RJ do ramo j

CAK
k e OAK

k custos de investimento e de operação da alter-
nativa de adição AK do ramo k

CS0
l custo fixo de instalação ou ampliação de uma subesta-

ção no nó l

CSL
l custo da alternativa SL de ampliação da subestação do

nó l

CD
m custo da energia não suprida do nó m

B e Bt orçamento total disponível e orçamento disponível
no estágio t

T número de estágios do horizonte de planejamento

I taxa de juros por período de tempo

p(t) número de períodos de tempo do estágio t a partir de
um referencial (mês ou ano) adotado como base

∆p(t) duração em períodos de tempo do estágio t

3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

O problema da expansão do sistema de distribuição conside-
rando um horizonte de longo prazo foi modelado levando em
conta os seguintes fatores:

• a rede de distribuição é dividida em nós, nos quais as
cargas e fontes são concentradas, e ramos que realizam
a conexão entre os nós, representando o percurso dos
alimentadores;

• o horizonte de planejamento é dividido em T estágios
com duração conhecida, sendo as demais variáveis do
problema associadas a cada um destes estágios;

• a cada nó são associadas duas variáveis: uma representa
o módulo da tensão nodal e a outra a injeção de corrente;
a cada ramo é associada uma variável que representa o
respectivo fluxo de corrente;

• em qualquer um dos estágios do horizonte considerado,
são permitidas alterações nos nós (ampliação da capa-
cidade e instalação de novas subestações) e nos ramos
(substituição do condutor de um ramo pré-existente e
adição de um ramo em um trecho onde não havia liga-
ção prévia);

• as possibilidades de alteração nos nós e nos ramos da
rede de distribuição constituem o conjunto das alternati-
vas de investimento que serão empregadas para solução
do problema de expansão;

• a execução de cada uma das alternativas de investimento
ao longo dos estágios está associada a uma variável bi-
nária x, que assume o valor unitário quando a alterna-
tiva for selecionada no estágio t e o valor zero quando a
alternativa não for selecionada;

• a cada tipo de alteração estão associados custos de in-
vestimento para substituição de ramo (CRJ

j ); adição de
um novo ramo (CAK

k ); ampliação e instalação de uma
subestação no nó (CS0

l e CSL
l );

• a utilização dos ramos disponíveis na rede de distribui-
ção está associada a variáveis binárias y, que assumem
valor unitário quando as alternativas forem utilizadas no
estágio t e o valor zero quando as alternativas não forem
selecionadas;
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• para todos os ramos da rede estão associados custos de
operação e manutenção

(

OFI
i , OR0

j , ORJ
j e OAK

k

)

;

• as injeções e tensões nodais e os fluxos nos ramos são
determinados através das duas Leis de Kirchhoff, defi-
nidas para todos os estágios;

• a carga é representada por injeções constantes de cor-
rente com valores determinados para cada estágio;

• são considerados os limites de capacidade dos conduto-
res, as capacidades das subestações e a disponibilidade
da geração distribuída em todos os estágios;

• as quedas de tensão na rede de distribuição são calcu-
ladas a partir do produto entre o fluxo de corrente e a
impedância das linhas em cada estágio;

• a função objetivo corresponde a minimização do valor
presente dos custos de investimento e de operação;

• são considerados limites de investimento total (B) e
para cada estágio t (Bt).

As variáveis associadas às alterações definidas para o ramo
i da rede fixa são caracterizadas pelo índice FI. As variáveis
associadas com as possibilidades de alteração do ramo j da
rede de substituição são caracterizadas pelo índice RJ. As
variáveis associadas com as possibilidades de alteração do
ramo k da rede de adição são caracterizadas pelo índice AK.
As variáveis associadas com as alternativas de expansão da
subestação localizada no nó lsão caracterizadas pelo índice
SL. Com esta representação, é possível definir o número de
alterações associadas a cada ramo (ou nó) da rede, indepen-
dentemente do número de alterações definidas para os ou-
tros ramos (ou nós). Assim, alguns ramos da rede podem ter
apenas uma alternativa de alteração, outros duas alternativas,
outros três alternativas e assim sucessivamente.

As variáveis que representam se os investimentos devem ser
selecionados são agrupadas de acordo com o tipo de altera-
ção associada: substituição do condutor de um ramo exis-
tente (variáveis xRJ

j,t ); adição de um novo trecho de alimen-
tador em um ramo (variáveis xAK

k,t ); instalação de uma nova
subestação ou ampliação da capacidade de uma subestação
existente em um nó (variáveis xS

l,t e xSL
l,t , respectivamente).

Para cada um dos estágios, a utilização ou não dos recur-
sos disponíveis nos ramos da rede (pré-existentes ou previa-
mente instalados) está associada ao valor de variáveis biná-
rias (yFI

i,t ,yRJ
j,t e yAK

k,t ) que assumem o valor unitário quando
a respectiva alternativa for utilizada no estágio t.

As alterações definidas a priori nos ramos da rede (adição,
substituição ou remoção) são facilmente incorporadas ao mo-
delo por intermédio dos limites das variáveis de utilização
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Figura 1: Instantes de efetivação dos custos de operação e de
investimento no problema multi-estágio

dos ramos da rede fixa
(

yFI
max,i,t

)

definidos para cada es-
tágio. Por exemplo, caso a alternativa F2 do ramo 5 seja
efetivada no terceiro estágio, os limites serão dados por:
yF2
max,5,1 = yF2

max,5,2 = 0 e yF2
max,5,3 = 1. Isto impossi-

bilita o uso da alternativa F2 nos dois primeiros estágios.
De forma similar, as alterações definidas a priori nos nós da
rede (capacidade das subestações) podem ser introduzidas no
modelo por intermédio dos limites da capacidade existente
(

gS
max,l,t

)

que são definidos para cada estágio.

Assim, o problema geral do planejamento da expansão da
rede de distribuição corresponde a um problema de progra-
mação inteira mista (PIM), conforme definido a seguir.

3.1 Função objetivo

A função objetivo do problema possui duas partes:

custo de investimento
(

cinv
t (xt)

)

e custo de operação
(

c
oper
t (rt,gt)

)

, conforme apresentado na figura 1. O custo

de investimento é efetivado no início de cada estágio e cor-
responde aos custos associados às alterações nos ramos (mu-
dança de bitola de seções de alimentadores pré-existentes ou
instalação de novas seções de alimentadores, denotados por
CRJ

j e CAK
k ) e nos nós da rede (ampliação de subestações

pré-existentes ou instalação de novas subestações, denotados
por CS0

l e CSL
l ). O custo de operação é considerado no iní-

cio de cada período de tempo do estágio e corresponde ao
custo anual de operação e manutenção dos ramos em uso da
rede de distribuição

(

OFI
i , OR0

j , ORJ
j e OAK

k

)

e da energia
não suprida

(

CD
m

)

.

Para um horizonte de planejamento dividido em T estágios, a
função objetivo corresponde à minimização do valor presente
dos custos que são distribuídos ao longo do tempo, sendo
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dada pela seguinte expressão:

C (x, r,g) =

T
∑

t=1

[

δinv
t

cinv
t

(xt) + δoper
t

coper
t

(rt,gt)
]

(1)

cinv
t

(xt) =
∑

j∈ΩR

∑

J∈ΩR
j

CRJ
j xRJ

j,t +

+
∑

k∈ΩA

∑

K∈ΩA
k

CAK
k xAK

k,t +

+
∑

l∈ΩS

(

CS0
l xS0

l,t +
∑

L∈ΩS
l

CSL
l xSL

l,t

)

(1.1)

coper
t

(rt,gt) =
∑

i∈ΩF

∑

I∈ΩF
i

OFI
i yFI

i,t +

+
∑

j∈ΩR



OR0
j yR0

j,t +
∑

J∈ΩR
j

ORJ
j yRJ

j,t



+

+
∑

k∈ΩA

∑

K∈ΩA
k

OAK
k yAK

k,t +
∑

m∈ΩD

CD
mrm,t

(1.2)

δinv
t

= 1
(1+I)p(t) (1.3)

δoper
t

=
p(t)+∆p(t)−1

∑

p=p(t)

1
(1+I)p (1.4)

A utilização das injeções fictícias rm,t para representar os
cortes de carga permite que sempre existam soluções factí-
veis, mesmo quanto são impostas restrições de investimento.
Desta forma, estas restrições podem ser definidas para cada
um dos estágios e para todo o horizonte de planejamento sem
comprometer a factibilidade do problema.

3.2 Restrições

As restrições do problema estão divididas em quatro blocos e
são oriundas da aplicação das Leis de Kirchhoff e da imposi-
ção dos limites operacionais dos equipamentos e dos recursos
disponíveis (limitações financeiras) em todos os estágios do
horizonte de planejamento. O primeiro bloco de restrições é
obtido com a imposição da Lei de Kirchhoff das Correntes
(LKC) para todos os estágios do horizonte:

SF fF
t +SRfR

t +SAfA
t +gt + rt = dt ∀t = 1, · · · , T (2)

O segundo bloco de restrições advém da aplicação da Lei de

Kirchhoff das Tensões (LKT), para todo t = 1, · · · , T . Con-
siderando a rede composta por ramos fixos, ramos candidatos
à substituição e ramos que podem ser adicionados para com-
posição final da rede, tem-se:

ZFI
i fF

i,t +
[

SF
] T

linha i
Vt = 0

{

∀i ∈ ΩF , I ∈ ΩF
i | yFI

i,t = 1
}

(3)

ZR0
j fR

j,t +
[

SR
] T

linha j
Vt = 0

{

∀j ∈ ΩR | yR0
j,t = 1

}

(4)

ZRJ
j fR

j,t +
[

SR
] T

linha j
Vt = 0

{

∀j ∈ ΩR, J ∈ ΩR
j | yRJ

j,t = 1
}

(5)

ZAK
k fA

k,t +
[

SA
] T

linha k
· Vt = 0

{

∀k ∈ ΩA, K ∈ ΩA
k | yAK

k,t = 1
}

(6)

onde o superescrito T indica matriz transposta. Deve-se ob-
servar que a existência das restrições (3) a (6) depende do
valor assumido pelas variáveis de utilização yFI

i,t , yR0
j,t , yRJ

j,t e
yAK

k,t , que determinam se os recursos serão utilizados ou não.
Tais restrições só existem quando a respectiva variável de uti-
lização assume valor unitário (indicando sua utilização nesta
etapa), sendo a implementação desta dependência realizada
pela multiplicação da restrição pela variável correspondente.
Assim, surgem não-linearidades no modelo, pois as variá-
veis de utilização multiplicam os fluxos (fF

i,t,f
R
j,t e fA

k,t) e
as tensões Vt. Para contornar esta não-linearidade adotou-
se uma extensão do modelo linear disjuntivo já empregado
com sucesso no planejamento da expansão dos sistemas de
transmissão (Bahiense et alii, 2001, Romero et alii, 2002),
constituindo uma proposta inovadora na formulação do pro-
blema de planejamento da expansão para a área de distribui-
ção. Quando formulado desta maneira o problema resultante
é linear e pode ser resolvido diretamente por meio de mé-
todos de otimização clássica sem necessidade de aplicar de-
composições ou métodos heurísticos. Na aplicação proposta
neste trabalho, são introduzidas ainda as seguintes funciona-
lidades:

• para um mesmo ramo são consideradas diversas possi-
bilidades de configuração (diferentes bitolas e tipos de
estruturas), sendo selecionada apenas a mais indicada;

• em qualquer estágio é possível considerar a remoção
dos ramos que se tornam obsoletos (seccionamento de
alimentadores).
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Assim, as equações (3) a (6) são substituídas pelas suas ver-
sões disjuntivas, dadas por:
∣

∣

∣

∣

ZFI
i fF

i,t +
[

SF
] T

linha i
Vt

∣

∣

∣

∣

≤ M
(

1 − yFI
i,t

)

{

∀i ∈ ΩF , I ∈ ΩF
i

}

(3.1)

∣

∣

∣

∣

ZR0
j fR

j,t +
[

SR
] T

linha j
Vt

∣

∣

∣

∣

≤ M
(

1 − yR0
j,t

)

{

∀j ∈ ΩR
}

(4.1)

∣

∣

∣

∣

ZRJ
j fR

j,t +
[

SR
] T

linha j
Vt

∣

∣

∣

∣

≤ M
(

1 − yRJ
j,t

)

{

∀j ∈ ΩR, J ∈ ΩR
j

}

(5.1)

∣

∣

∣

∣

ZAK
k fA

k,t +
[

SA
] T

linha k
Vt

∣

∣

∣

∣

≤ M
(

1 − yAK
k,t

)

{

∀k ∈ ΩA, K ∈ ΩA
k

}

(6.1)

Nas expressões (3.1) a (6.1), quando a variável y assume va-
lor nulo, a respectiva restrição é relaxada, pois M é grande o
bastante para que ambas desigualdades sempre sejam satis-
feitas para os valores possíveis de Vt. Por outro lado, quando
a variável y assume valor unitário, as desigualdades (3.1) a
(6.1) operam da mesma forma que as respectivas igualdades
das expressões (3) a (6).

O terceiro bloco de restrições inclui os limites operacionais
dos equipamentos e os limites de investimento. Os limites de
fluxo nos ramos para t = 1, · · · , T dependem da utilização
dos recursos disponíveis e são dados por:

∣

∣fF
i,t

∣

∣ ≤
∑

I∈ΩF
i

yFI
i,t fFI

max,i

{

∀i ∈ ΩF
}

(7)

∣

∣fR
j,t

∣

∣ ≤ yR0
j,t fR0

max,j +
∑

J∈ΩR
j

yRJ
j,t fRJ

max,j

{

∀j ∈ ΩR
}

(8)

∣

∣fA
k,t

∣

∣ ≤
∑

K∈ΩA
k

yAK
k,t fAK

max,k

{

∀k ∈ ΩA
}

(9)

Para as subestações próprias, os limites de injeção para t =
1, · · · , T dependem da capacidade disponível e dos investi-
mentos em adição e ampliação realizados até cada estágio,
sendo dados por:

0 ≤ gS
l,t ≤ gS

max, l,t +
∑

L∈ΩS
l

(

t
∑

τ=1

xSL
l,τ

)

gSL
max,l

{

∀l ∈ ΩS
}

(10)

Os demais limites operacionais são os valores máximos pos-
síveis de corte de carga nas barras com demanda e a faixa
de valores aceitáveis para a magnitude da tensão nodal nas

subestações e nos nós onde existem cargas ou geração insta-
ladas, para t = 1, · · · , T :

0 ≤ rm,t ≤ dm,t

{

∀m ∈ ΩD
}

(11)

Vmin, l ≤ Vl,t ≤ Vmax, l

{

∀l ∈ ΩS
}

(12)

Vmin, m ≤ Vm,t ≤ Vmax, m

{

∀m ∈ ΩD
}

(13)

Os limites de investimento são considerados para cada está-
gio e para todo horizonte de planejamento, por intermédio
das seguintes expressões:

∑

j∈ΩR

∑

J∈ΩR
j

CRJ
j xRJ

j,t +
∑

k∈ΩA

∑

K∈ΩA
k

CAK
k xAK

k,t +

+
∑

l∈ΩS



CS0
l xS0

l,t +
∑

L∈ΩS
l

CSL
l xSL

l,t



 ≤ Bt ∀t = 1, · · · , T

(14)

T
∑

t=1



δinv
t





∑

j∈ΩR

∑

J∈ΩR
j

CRJ
j xRJ

j,t +

+
∑

k∈ΩA

∑

K∈ΩA
k

CAK
k xAK

k,t +

+
∑

l∈ΩS



CS0
l xS0

l,t +
∑

L∈ΩS
l

CSL
l xSL

l,t











 ≤ B (15)

O quarto bloco consiste nas restrições lógicas do problema,
escritas em função das variáveis de investimento e utilização,
sendo formado pelas seguintes restrições:

• para evitar trocas de condutores ao longo do horizonte,
só é permitida uma alteração por ramo candidato à subs-
tituição ou adição;

T
∑

t=1

∑

J∈ΩR
j

xRJ
j,t ≤ 1

{

∀j ∈ ΩR
}

(16)

T
∑

t=1

∑

K∈ΩA
k

xAK
k,t ≤ 1

{

∀k ∈ ΩA
}

(17)

• ao longo do horizonte de planejamento, cada um dos in-
vestimentos em adição e ampliação de subestações pode
ser realizado apenas uma vez;
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T
∑

t=1

xS
l,t ≤ 1

{

∀l ∈ ΩS
}

(18)

T
∑

t=1

xSL
l,t ≤ 1

{

∀l ∈ ΩS , L ∈ ΩS
l

}

(19)

• os investimentos em adição e ampliação de subestações
só podem ser executados após a realização da decisão
pelos custos fixos que não implicam aumento de capa-
cidade;

xSL
l,t ≤

t
∑

τ=1

xS
l,τ ∀t = 1, · · · , T

{

∀l ∈ ΩS , L ∈ ΩS
l

}

(20)

• a rede fixa só poderá ser utilizada quando disponível;

0 ≤ yFI
i,t ≤ yFI

max,i,t ∀t = 1, · · · , T
{

∀i ∈ ΩF , I ∈ ΩF
i

}

(21)

• os ramos candidatos à substituição só podem ser utili-
zados após a realização do respectivo investimento;

yRJ
j,t ≤

t
∑

τ=1

xRJ
j,τ ∀t = 1, · · · , T

{

∀j ∈ ΩR, J ∈ ΩR
j

}

(22)

• o investimento em qualquer alternativa de substituição
exclui a possibilidade de utilização da configuração ini-
cial prevista para aquele ramo;

yR0
j,t ≤ 1 −

t
∑

τ=1

∑

J∈ΩR
j

xRJ
j,τ ∀t = 1, · · · , T

{

∀j ∈ ΩR
}

(23)

• os ramos candidatos à adição só podem ser utilizados
após a realização do respectivo investimento;

yAK
k,τ ≤

τ
∑

t=1

xAK
k,t ∀t = 1, · · · , T

{

∀k ∈ ΩA, K ∈ ΩA
k

}

(24)

• evitar formação de malhas;
∑

k∈ΩA

∑

K∈ΩA
k

yAK
k,t +

∑

i∈ΩF

∑

I∈ΩF
i

yFI
i,t +

+
∑

j∈ΩR



yR0
j,t +

∑

J∈ΩR
j

yRJ
j,t



 ≤ Nt

∀t = 1, · · · , T (25)

 

n1 n2 n3 
12by 23by

 

Figura 2: Novo caminho definido por um nó de passagem
com dois circuitos adjacentes

3.3 Restrições adicionais

Além das restrições anteriores, é possível introduzir um con-
junto de restrições adicionais baseadas no conhecimento das
redes de energia elétrica. Neste trabalho foram utilizadas
duas classes de restrições, relacionadas com a adição de no-
vos caminhos (Monticelli et alii, 1982) e com a adição de
restrições de cerca (Baldwin et alii, 1960).

3.3.1 Restrições de novos caminhos

Um novo caminho consiste de dois ou mais segmentos de
rede conectados em série que constituem um circuito que
conecta dois ou mais nós da rede de distribuição. Durante
o processo de solução as variáveis associadas a um mesmo
caminho são usadas de forma independente, sendo sua na-
tureza complementar ignorada. Entretanto, a utilização dos
segmentos que constituem um caminho só traz benefício para
a rede quando uma combinação adequada de seus compo-
nentes é simultaneamente utilizada, pois a falta de um único
componente interrompe o circuito série.

A forma de determinação e funcionamento das restrições de
novos caminhos pode ser ilustrada através do exemplo sim-
plificado da figura 2, na qual o nó de passagem n2 (sem carga
ou geração conectada) apresenta apenas dois ramos adjacen-
tes, sendo as variáveis de utilização representadas pelas va-
riáveis binárias yb12 e yb23, respectivamente, para os ramos
b12 e b23.

Por inspeção do diagrama da figura 2, observa-se que a uti-
lização em separado do ramo b12 ou b23 não tem utilidade,
pois o nó n2 não tem carga ou geração conectada. Quando
estes ramos são utilizados simultaneamente, o percurso n1–
n2–n3 constitui um caminho. Assim, as alternativas de uti-
lização deste caminho devem respeitar a seguinte restrição,
associada ao nó de passagem n2:

yb12 = yb23 (26)

Quando o nó de passagem n2 apresenta três ramos adjacentes
conforme mostrado na figura 3, existem 23 combinações de
utilização dos ramos adjacentes, sendo que três delas não tem
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Figura 3: Novo caminho definido por um nó de passagem e
três circuitos adjacentes

utilidade (quando apenas um dos ramos b12, b23 ou b24 é
utilizado). As restrições que definem as formas aceitáveis de
operação da rede são as seguintes:

yb12 ≤ yb23 + yb24 (27.1)
yb23 ≤ yb12 + yb24 (27.2)
yb24 ≤ yb12 + yb23 (27.3)

A introdução da restrição de igualdade (26) elimina 2 das 4
alternativas de utilização do caminho mostrado na figura 2
que inclui o nó n2, sendo equivalente a eliminar uma variá-
vel binária (yb12 ou yb23). A adição simultânea das restrições
(27) elimina 3 das 8 alternativas de utilização do caminho
mostrado na figura 3. No caso geral, um caminho com n nós
adjacentes tem 2n alternativas de utilização, sendo possível
incluir n restrições de desigualdade de novos caminhos para
eliminar n destas alternativas de utilização. Embora a re-
dução da complexidade do problema de utilização dos ramos
que constituem um novo caminho seja igual a n/2n, observa-
se que nos casos reais n é menor ou igual a 4 ramos. Desta
forma, a utilização das restrições de novos caminhos é signi-
ficativa e contribui para redução da dimensão do problema.

Para os ramos que possuem mais de uma alternativa, no lu-
gar das variáveis yb12, yb23 e yb24 deve-se utilizar o soma-
tório das variáveis de utilização para cada estágio t, ou seja,
∑

I∈ΩF
i

yFI
i,t para os ramos da rede fixa,

∑

J∈ΩR
j

yRJ
j,t para os

ramos da rede de substituição e
∑

K∈ΩA
k

yAK
k,t para os ramos

da rede de adição. Este conceito pode ainda ser estendido
para os caminhos que contenham maior número de nós de
passagens (dois ou mais), quando aplicado para cada um dos
nós de passagem existentes no caminho.

Considerando as três alternativas de investimento para os ra-
mos do novo caminho da figura 2 que são mostradas na tabela
1, existem 26 = 64 combinações para as seis variáveis biná-
rias de investimento. A imposição das restrições (16) e (17)
reduz o número de combinações para 42, pois em cada ramo
apenas um investimento pode ser selecionado.

Considerando as alternativas de investimento da tabela 1, en-

Tabela 1: Alternativas de investimento para o caminho da
figura 2

Ramo Variável de investimento fmax C

b12

x1
b12 2 20

x2
b12 3 30

x3
b12 5 50

b23

x1
b23 1,5 10

x2
b23 2,5 20

x3
b23 4 30

Tabela 2: Combinações de investimentos para o caminho da
figura 2

fmax x1
b12 x2

b12 x3
b12 x1

b23 x2
b23 x3

b23 Custo Atrativa

0 0 0 0 0 0 0 0 Sim

0 0 0 0 1 0 0 10 Não

0 0 0 0 0 1 0 20 Não

0 0 0 0 0 0 1 30 Não

0 1 0 0 0 0 0 20 Não

1,5 1 0 0 1 0 0 30 Sim

2 1 0 0 0 1 0 40 Sim

2 1 0 0 0 0 1 50 Não

0 0 1 0 0 0 0 30 Não

1,5 0 1 0 1 0 0 40 Não

2,5 0 1 0 0 1 0 50 Sim

3 0 1 0 0 0 1 60 Sim

0 0 0 1 0 0 0 50 Não

1,5 0 0 1 1 0 0 60 Não

2,5 0 0 1 0 1 0 70 Não

4 0 0 1 0 0 1 80 Sim

tre as 16 combinações possíveis, existem 6 atrativas que são
mostradas em destaque na tabela 2, em função da capacidade
(fmax) e do custo do caminho.

As combinações não-atrativas podem ser eliminadas por in-
termédio das seguintes restrições:

x1
b23 ≤ x1

b12 (28.1)
x2

b23 ≤ x1
b12 + x2

b12 (28.2)
x3

b23 ≤ x2
b12 + x3

b12 (28.3)
x1

b12 + x2
b12 + x3

b12 = x1
b23 + x2

b23 + x3
b23 (28.4)
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Figura 4: Restrições de cerca em torno do nó n1

3.3.2 Restrições de cerca

As restrições de cerca são uma generalização da Lei de Kir-
chhoff das Correntes e fazem parte de uma metodologia heu-
rística de planejamento da expansão da transmissão denomi-
nada “Método de Cerca” (Baldwin et alii, 1960). A figura 4
ilustra os três tipos de cerca que são utilizadas neste artigo:
(a) em torno de um nó (Tipo 1); (b) em torno dos nós extre-
mos de um ramo (Tipo 2); (c) em torno de todos os vizinhos
de um nó (Tipo 3).

Caso o nó n1 da figura 4 tenha injeção (carga ou geração)
diferente de zero, significa que n1 deve ser conectado à rede,
sendo a restrição de cerca do Tipo 1 dada por:

yb12 + yb14 ≥ 1 (29)

Caso exista injeção diferente de zero em algum dos nós ex-
tremos do ramo b12 (nós n1 ou n2), significa que pelo me-
nos um dos extremos do ramo b12 deve ser conectado à rede,
sendo a restrição de cerca do Tipo 2 dada por:

yb14 + yb23 + yb25 ≥ 1 (30)

Caso exista injeção diferente de zero no nó n1 ou em algum
dos seus vizinhos (nós n2 ou n4), significa que pelo menos
um dos nós n1, n2 ou n3 deve ser ligado à rede, sendo a
restrição de cerca do Tipo 3 dada por:

yb23 + yb25 + yb45 ≥ 1 (31)

Como observado no caso das restrições de novos caminhos,
para os ramos que possuem mais de uma alternativa, no lugar
das variáveis yb12, yb14, yb23 yb25 e yb45 deve-se utilizar o
somatório das variáveis de utilização para cada estágio t.

 

n1 

121212 bbb jxrZ +=  

t,nV 1  

n2 

t,nV 2  
t,bf 12  

n3 

n4 

t,bf 23  

t,bf 24  

t,nd 2  

 

Figura 5: Trecho de rede entre dois nós

4 REPRESENTAÇÃO DA CARGA E DA
REDE

O modelo de carga e de rede utilizado neste trabalho corres-
ponde a uma adaptação do modelo linearizado de rede apre-
sentado em Romero et alii (2002). No modelo linearizado
tradicional, são utilizadas injeções constantes de potência,
ângulos de fase das tensões nodais e reatâncias dos ramos; na
formulação adotada, ao invés destas grandezas são utilizadas
injeções constantes de corrente, magnitudes das tensões no-
dais e o módulo da impedância dos ramos. Desta forma, a
queda de tensão em um determinado trecho de alimentador
é dada pelo produto do módulo da impedância (Zb12) das li-
nhas pelo fluxo de corrente (fb12). Para o trecho ilustrado na
figura 5, têm-se as seguintes expressões (em pu) para as Leis
de Kirchhoff das Correntes e Tensões, respectivamente:

fb12,t = dn2,t + fb23,t + fb24,t (32)
∆Vb12,t = Vn1,t − Vn2,t = Zb12fb12,t (33)

A restrição (2) é obtida a partir de (32); as restrições (3) a
(6) são obtidas a partir de (33). Nas redes analisadas, os er-
ros médios nos valores das magnitudes das tensões nodais
obtidas com este modelo aproximado em comparação com a
solução do fluxo de carga foram adequados para os propó-
sitos deste trabalho. Além disto, possibilitam que as mag-
nitudes das tensões nodais se relacionem com os fluxos de
corrente por intermédio de uma relação linear. Desta forma,
a complexidade do modelo de otimização do problema não é
aumentada pela inclusão das restrições de queda de tensão.

5 EXEMPLO

Para validação da modelagem matemática apresentada, foi
utilizada uma rede trifásica fictícia composta por 18 nós (2
subestações e 16 nós de demanda) e 24 ramos, operando em
13800 V. A topologia desta rede é mostrada na figura 6, na
qual os retângulos representam as subestações; os círculos os
nós onde a demanda é concentrada; os ramos indicados com
traço contínuo representam a rede inicial (os ramos indicados
com traço simples fazem parte da rede fixa e os ramos indi-
cados com traço duplo são candidatos à substituição) e os
ramos indicados com traço pontilhado representam os candi-

Revista Controle & Automação/Vol.17 no.4/Outubro, Novembro e Dezembro 2006 487



Tabela 3: Dados dos nós da rede de 18 barras

Número do nó
d [A]

Estágio 1 Estágio 2 Estágio 3
1 50 50 50
2 — 50 50
3 — 50 50
4 50 50 50
5 50 50 50
6 50 50 50
7 — 50 50
8 50 50 50
9 50 50 100

10 — 100 150
11 50 100 150
12 50 50 50
13 50 100 150
14 — 50 100
15 — 50 100
16 50 50 50

datos à adição (não pertencendo à rede inicial).

A Tabela 3 apresenta a demanda nodal para os três estágios
considerados no horizonte de planejamento. As injeções má-
ximas relacionadas com as capacidades existentes das subes-
tações dos nós 17 e 18 são de 500 A para o estágio 1 e 1000
A para os estágios 2 e 3. Os dados dos ramos encontram-se
na Tabela 4, sendo apresentadas nas colunas a capacidade e
impedância dos ramos da rede inicial e a capacidade, impe-
dância e custo das alternativas de substituição e adição. O
custo anual de operação e manutenção (OFI

i ,ORJ
j e OAK

k )
foi considerado igual a 1 para todos os ramos; o custo da
energia não suprida (CD

m) foi considerado igual a 100000
para todos os nós de demanda. O horizonte de planejamento
é de quatro anos, dividido em três estágios, sendo os dois
primeiros com duração de um ano e o terceiro de dois anos.
A taxa de juros adotada foi de 10% ao ano, sendo os fato-
res de conversão dos custos de investimento e operação são
dados por: δinv

1 = δ
oper
1 = 1, δinv

2 = δ
oper
2 = 0, 9091,

δinv
3 = 0, 8264 e δ

oper
3 = 1, 5778. Os limites de tensão são

Vmin = 13110 V e Vmax = 14490 V.

O problema de otimização tem 58 variáveis binárias de in-
vestimento (duas opções de cabo para os 5 ramos da rede
candidata a substituição; três opções de cabo para os 16 ra-
mos da rede candidata a adição) e 66 variáveis de utilização
(uma opção para os 3 ramos da rede pré-existente; o cabo
inicial mais duas opções para os 16 ramos da rede candidata
a substituição; três opções de cabo para os 16 ramos da rede
candidata a adição). Para os três estágios o problema tem 372
variáveis binárias, mas o espaço de busca é drasticamente re-
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Figura 6: Diagrama da rede de 18 barras

duzido após a introdução das restrições lógicas (16) a (25),
passando de 2372 combinações para aproximadamente 291.
As restrições adicionais de cerca e de novos caminhos, apre-
sentadas na seção 2.3, são dependentes da topologia da rede
e contribuem ainda mais para a redução do espaço de busca.

São analisadas duas situações: (a) planejamento ano-a-
ano; (b) planejamento multi-estágio. Os resultados apre-
sentados foram obtidos em duas plataformas diferentes: (a)
por intermédio do servidor Network-Enabled Optimization
System (NEOS, disponibilizado em http://neos.mcs.anl.gov)
(Czyzyk et alii, 1998), empregando o solver SCIP (Achter-
berg, 2004) e o CPLEX 10.10 para solução dos problemas de
programação linear (PL), executado em uma estação SunFire
V480, com 4 processadores Sparc 3 1.2 GHz, e sistema ope-
racional Solaris 9; (b) utilizando o solver Xpress-MP (Guéret
et alii., 2002), versão 2006b, executado em um computador
com processador Pentium 4, 2.8 GHz, com 512 MB de RAM,
e sistema operacional Windows XP. Ambas implementações
estão baseadas no algoritmo enumerativo branch-and-bound,
cuja estrutura se baseia em três elementos fundamentais: se-
paração, relaxação e sondagem (Geoffrion e Marsten, 1972).
No algoritmo branch-and-bound é realizada a construção de
uma árvore de busca, na qual os nós representam os proble-
mas candidatos e os ramos representam as novas restrições
que devem ser consideradas. Por intermédio desta árvore,
todas as soluções inteiras da região viável do problema são
enumeradas de modo implícito ou explícito, o que garante
que a solução ótima será encontrada. Na avaliação de cada
nó da árvore é resolvido um PL, sendo o esforço computaci-
onal empregado na solução do PIM proporcional ao número
de nós avaliados.

As soluções ótimas obtidas pelo SCIP e pelo Xpress-MP fo-
ram as mesmas e o esforço computacional foi semelhante.
Os tempos de processamento apresentados para o SCIP po-
dem apresentar variações significativas em função do carre-
gamento do sistema no momento da execução, pois geral-
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Tabela 4: Dados dos ramos da rede de 18 barras

Nós Inicial Opção 1 Opção 2 Opção 3

de para fmax[A] Z[Ω] f1
max[A] Z1[Ω] C1[$] f2

max[A] Z2[Ω] C2[$] f3
max[A] Z3[Ω] C3[$]

Rede pré-existente
1 2 250 1,0 — — — — — — — — —
2 3 250 1,0 — — — — — — — — —
3 4 250 1,0 — — — — — — — — —

Rede candidata a substituição
1 5 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 38 — — —
5 6 250 1,0 400 0,7 21 500 0,5 39 — — —
5 17 250 1,0 400 0,7 18 500 0,5 36 — — —
12 16 250 1,0 400 0,7 22 500 0,5 40 — — —
12 18 250 1,0 400 0,7 19 500 0,5 37 — — —

Rede candidata a adição
4 8 — — 250 1,0 90 400 0,7 110 500 0,5 130
5 10 — — 250 1,0 92 400 0,7 112 500 0,5 132
6 7 — — 250 1,0 94 400 0,7 114 500 0,5 134
7 8 — — 250 1,0 96 400 0,7 116 500 0,5 136
7 18 — — 250 1,0 300 400 0,7 320 500 0,5 350
8 12 — — 250 1,0 98 400 0,7 118 500 0,5 138
9 10 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 140
9 13 — — 250 1,0 102 400 0,7 122 500 0,5 142
9 17 — — 250 1,0 305 400 0,7 325 500 0,5 355
10 11 — — 250 1,0 104 400 0,7 124 500 0,5 144
11 15 — — 250 1,0 106 400 0,7 126 500 0,5 146
11 18 — — 250 1,0 310 400 0,7 330 500 0,5 360
13 14 — — 250 1,0 108 400 0,7 128 500 0,5 148
13 17 — — 250 1,0 315 400 0,7 335 500 0,5 365
14 15 — — 250 1,0 110 400 0,7 130 500 0,5 150
15 16 — — 250 1,0 112 400 0,7 132 500 0,5 152

mente são processados diversos problemas simultaneamente.

5.1 Planejamento ano-a-ano

Neste caso, realiza-se o planejamento em um estágio de um
ano após o outro, utilizando como ponto de partida a so-
lução encontrada na expansão do ano anterior. Na figura
7 apresenta-se os investimentos selecionados (indicados nos
respectivos ramos, pelas letras A1, para adição da opção 1,
R2, para substituição pela opção 2), as tensões nodais nos
finais dos ramais, as injeções de corrente nas subestações
e os custos de cada um dos estágios, correspondendo a um
custo total com valor presente de 1488,79. Com o objetivo
de reduzir o custo de expansão de cada estágio isoladamente,
são realizados alguns investimentos nos estágios 1 e 2 que se
tornam obsoletos nos estágios seguintes: adição dos ramos
9-10, 10-11 e 14-15; substituição do ramo 5-17 pela opção

1. A influência dos limites de tensão pode ser verificada pela
opção da alternativa de substituição R2 no ramo 12-16. Em-
bora no estágio 3 o fluxo de corrente no ramo 12-16 seja de
300 A, não foi utilizada a opção R1 (mais barata, mas com
maior impedância), com capacidade para 400 A, para que a
tensão do nó 11 não violasse seu limite inferior.

Para o SCIP, o número de nós avaliados e o tempo de simula-
ção foram de: (a) Estágio 1: 18 nós e 2 segundos; (b) Estágio
2: 543 nós e 3,5 segundos; (c) Estágio 3: 491 nós e 2,4 se-
gundos. Para o Xpress-MP, o número de nós avaliados e o
tempo de simulação foram de: (a) Estágio 1: 37 nós e 0,5
segundo; (b) Estágio 2: 1843 nós e 2 segundos; (c) Estágio
3: 1169 nós e 1 segundo.
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Figura 7: Solução expansão ano-a-ano: C = 1488, 79

5.2 Planejamento multi-estágio

Neste caso, realiza-se o planejamento considerando os três
estágios simultaneamente. A solução obtida e os custos de
cada estágio são mostrados na figura 8, sendo o valor pre-
sente igual a 1162,48. Embora o investimento no estágio 1
seja maior que o obtido na expansão ano-a-ano da figura 7,
o custo total é cerca de 23% menor. A decisão pela instala-
ção de um novo alimentador (ramo 9-17) é antecipada para
o primeiro estágio e não são realizados investimentos que se
tornam obsoletos, pois o planejamento é realizado com visão
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Figura 8: Solução expansão multi-estágio: C = 1162, 48

de longo prazo.

Para obtenção da solução com o SCIP foram avaliados 35224
nós em 713 segundos. Para o Xpress-MP foram avaliados
28927 nós em 143 segundos.

6 CONCLUSÕES

O modelo multi-estágio de otimização apresentado neste tra-
balho foi concebido de forma a ser abrangente e flexível.
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Neste modelo foi possível considerar os seguintes tipos de
alterações na rede de distribuição: (a) mudança de bitola dos
condutores da rede pré-existente (substituição); (b) inserção
de novos trechos de rede com opção por diferentes bitolas
(adição); (c) não utilização temporária ou permanente (remo-
ção) de trechos de alimentadores (d) instalação de novas su-
bestações; (e) ampliação das subestações existentes. Na fun-
ção objetivo foram considerados os custos de investimento
e de operação, incluindo o custo de operação e manutenção
dos alimentadores da rede.

O fato de permitir realizar o planejamento em múltiplos está-
gios e a possibilidade de representação de diferentes alterna-
tivas de alteração permite que se obtenham custos finais in-
feriores aos obtidos pelos modelos mais simples, pois é pos-
sível representar horizontes de planejamento de longo prazo,
tirando proveito pela antecipação de investimentos que serão
importantes no futuro. Para a rede apresentada no exemplo,
houve uma significativa redução de custo (22%) quando con-
siderado o planejamento em múltiplos estágios.

Foram consideradas as principais restrições do problema real
que são a capacidade dos condutores, o limite de queda de
tensão e a manutenção da radialidade da rede. Para garantir
que a configuração obtida seja sempre radial, pode ser ne-
cessário acrescentar restrições com informações específicas
sobre a topologia da rede em análise. Considerando a diver-
sidade de situações envolvidas, esta tarefa pode ser relativa-
mente complexa. Neste trabalho foi utilizada uma estratégia
mais simples que consiste em limitar o total de novos ramos
ativos em cada etapa a um número menor ou igual ao nú-
mero de nós da rede nesta etapa, conforme expressão (25).
Nos testes executados, a restrição (25) em conjunto com as
restrições adicionais (novos caminhos e cerca) foi suficiente
para que sempre fossem obtidas soluções radiais.

A simplificação empregada na representação da Segunda Lei
de Kirchhoff permitiu estabelecer um modelo de otimização
com todas as restrições lineares, por intermédio do modelo
linear disjuntivo. O modelo linear resultante foi resolvido
através de um programa de otimização baseado no método
branch-and-bound, permitindo obter a solução ótima do pro-
blema de expansão. Embora o problema possa apresentar um
grande número de variáveis binárias, a introdução das restri-
ções lógicas – (16) a (25) – e das restrições adicionais – (26)
a (31) – reduziu de forma significativa o espaço de busca,
tornando o problema inteiro misto computacionalmente tra-
tável.
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