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ABSTRACT

We consider the problem of strong stabilization of descriptor
systems via output feedback. The proposed results are based
on the concept of (C, A, E, B)-invariance and its algebraic
characterization by coupled Sylvester equations and coupled
Lyapunov-like equations. Based either on eigenstructure as-
signment techniques or on the solution of linear matrix in-
equalities and equalities, we propose algorithms for compu-
tation of the output feedback matrix for descriptor systems
that verify some conditions. The proposed results and algo-
rithms generalize previous works developed for classical lin-
ear systems and for particular classes of descriptor systems.

KEYWORDS: Descriptor systems, Output feedback,
Sylvester equations, Lyapunov equations, LMI/LMEs.

RESUMO

Considera-se o problema da existência e do cálculo de uma
matriz de realimentação de saídas que estabiliza fortemente
um sistema descritor linear. Os resultados apresentados
baseiam-se no conceito de (C, A, E, B)-invariância e de
sua caracterização algébrica através de equações acopladas
de Sylvester e de equações acopladas de tipo Lyapunov.
Apresentam-se algoritmos para o cálculo da matriz de reali-
mentação de saídas, baseados em posicionamento de autoes-
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trutura ou na solução de desigualdades e igualdades matrici-
ais lineares. Os resultados e algoritmos apresentados genera-
lizam resultados anteriores propostos para sistemas lineares
clássicos e para classes particulares de sistemas descritores
lineares.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas descritores, Realimentação
de saídas, Equações de Sylvester, Equações de Lyapunov,
LMI/LMEs.

1 INTRODUÇÃO

A estabilização de sistemas lineares por realimentação está-
tica de saídas é, reconhecidamente, um problema fundamen-
tal em teoria de controle. Isto decorre do fato que em grande
parte das aplicações práticas apenas parte da informação dos
estados do sistema estar disponível a partir das saídas medi-
das e, além disso, a obtenção de um controlador de comple-
xidade mínima ser um requisito importante.

Considera-se neste artigo o problema de estabilização por
realimentação estática de saídas de sistemas descritores li-
neares. Este tipo de sistemas aparece naturalmente na mo-
delagem de vários sistemas físicos como circuitos elétricos,
sistemas de potência e outros sistemas interconectados, sis-
temas robóticos e sistemas econômicos (Dai, 1989; Verghese
et al., 1981; Lewis, 1986). Basicamente, um sistema des-
critor de ordem n consiste de uma mistura de q equações
diferenciais e (n − q) equações algébricas (Dai, 1989). De-
vido a esta característica, o controle de sistemas descritores
requer, além da garantia da estabilidade assintótica em ma-
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lha fechada, outras duas propriedades importantes: a regu-
laridade e a ausência de modos impulsivos. Um sistema em
malha-fechada que satisfaz estas três propriedades é dito ser
fortemente estável, ou simplesmente S−estável (do inglês
"strongly stable") (Varga, 1995).

Nos últimos anos, diversos trabalhos sobre a estabilização de
sistemas descritores por realimentação estática de saídas têm
sido propostos, aplicando-se diferentes técnicas para consi-
derar as características específicas destes sistemas. Pode-se
destacar, particularmente, vários resultados baseados em téc-
nicas de posicionamento de pólos e autoestrutura (Fletcher,
1988; Duan, 1995; Duan, 1999; Castelan et al., 2001; Llanos
Villarreal et al., 2000; Castelan et al., 2002; Duan, 2004),
resultados baseados na teoria de estabilidade de Lyapunov
(Zhang et al., 2005; Kuo and Fang, 2003), assim como alguns
trabalhos que consideram a utilização de realimentação está-
tica de saídas para a solução de outros problemas de controle
(Barbosa and Trofino, 2003; Duan et al., 2000; Chu, 2001).

Sem ser exaustiva, a bibliografia acima citada (veja também
suas referências) revela o interesse da comunidade científica,
nacional e internacional, no tratamento de problemas de con-
trole de sistemas descritores por realimentação estática de
saídas. Assim, dentro do contexto anteriormente descrito,
considera-se neste artigo uma abordagem que explora pro-
priedades estruturais e geométricas do sistemas a controlar e
utiliza equações generalizadas de Sylvester ou de Lyapunov
para a caracterização e o cálculo de soluções.

As linhas gerais da abordagem proposta podem ser resumi-
das como segue. Note, inicialmente, que a estabilidade forte
pode ser interpretada em termos da autoestrutura do sistema
em malha fechada: (i) a estabilidade assintótica é equiva-
lente a que todos os pólos finitos estejam no interior do se-
miplano esquerdo do plano complexo; (ii) a ausência dos
modos impulsivos é equivalente a ter q pólos finitos em ma-
lha fechada; e (iii) a regularidade é garantida se o sistema
é livre de modos impulsivos. Baseando-se nesta interpreta-
ção, condições necessárias e suficientes para a existência de
uma realimentação de saídas S-estabilizável são estabeleci-
das a partir de um conjunto de equações generalizadas aco-
pladas de Sylvester (Fletcher, 1988; Duan, 1999; Castelan
et al., 2001). Como no caso de sistemas puramente diferen-
ciais (também chamados de sistemas normais (Dai, 1989)),
as equações de Sylvester podem ser interpretadas a partir de
conceitos da teoria de controle geométrico, ou, mais especifi-
camente, utilizando-se a noção de subespaços (C, A, E, B)-
invariantes. Além disso, mostra-se que equações generaliza-
das de tipo Lyapunov também podem ser usadas para des-
crever a (C, A, E, B)-invariância de subespaços e, portanto,
para obter um conjunto de condições necessárias e suficientes
para a existência de uma realimentação de saídas que estabi-
liza fortemente o sistema.

Os resultados citados permitem propor uma extensão para
o caso de sistemas descritores dos procedimentos algorít-
micos em dois passos relatados em (Castelan et al., 2003)
para a estabilização de sistemas normais. Diferentemente
de resultados propostos anteriormente em (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002), nenhuma estrutura par-
ticular é requerida das matrizes que definem o sistema des-
critor em malha aberta. Assim, sob hipóteses de estabiliza-
bilidade e de detectabilidade do sistema a controlar, neces-
sárias para existência de solução do problema, propõem-se
algoritmos para estabilização de sistemas descritores que sa-
tisfaçam uma condição que relaciona o número de entradas
e saídas com o número de variáveis algébricas do sistema,
a qual pode ser considerada uma generalização da conhe-
cida condição de Kimura para sistemas normais (Syrmos and
Lewis, 1993) . Importante salientar o fato que também no
caso de sistemas descritores, a solução do primeiro passo do
procedimento proposto pode ser associada a um sistema nor-
mal de ordem reduzida, o qual pode ser obtido aplicando-se
a seqüência de transformações de coordenadas relatadas no
presente artigo (Castelan and da Silva, 2005).

O artigo tem a organização seguinte. Na seção 2, apresenta-
se o problema a ser tratado, bem como algumas definições
e notações básicas associadas a sistemas descritores. Na se-
ção 3 apresentam-se as condições de existência de solução
do problema de S-estabilização, através das equações gene-
ralizadas acopladas de Sylvester e de Lyapunov. Baseando-
se nos algoritmos apresentados em (Castelan et al., 2003),
propõe-se na seção 4 um algoritmo para resolver o problema
de estabilização forte via posicionamento de autoestrutura.
O algoritmo baseado na solução de desigualdades e igualda-
des matriciais lineares (LMI/LMEs) é apresentado na seção
5. Um exemplo ilustrativo e comentários concluem o artigo.

Notação: Para M ∈ <n×m, sua Imagem e Espaço Nulo são dados por

Im (M) = {b ∈ <n;Mx = b com x ∈ <m} e Ker (M) = {x ∈

<m;Mx = 0}, respectivamente. σ(A) denota conjunto de autovalores, ou

espectro, da matriz A ∈ <n×n . Se P = P ′ ∈ <n×n, então P > 0 (P ≥

0) significa que P é uma matriz definida (semidefinida) positiva. In é a

matriz identidade de dimensão n. Relativamente ao conjunto de números

complexos C, tem-se C− = {α + jβ ∈ C ; α < 0} e C̄+ = {α + jβ ∈

C ; α ≥ 0}. A dimensão de um subespaço V ⊂ X é denotada dim{V}. Se

V é subespaço A-invariante, i.e.: AV ⊂ V , então A|V é a restrição de A

em V e A|(X/V) é o mapa induzido por A no subespaço quociente X/V.

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA E PRE-
LIMINARES

Seja um sistema descritor linear e invariante no tempo des-
crito por :

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

y(t) = Cx(t) (2)
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em que: x ∈ X ∼ <n , u ∈ U ∼ <m , y ∈ Y ∼ <p e
E ∈ <n×n, posto (E) = q < n ; as demais matrizes têm
dimensões adequadas com posto (B) = m e posto (C) = p.
Considera-se que p < q.

O problema a ser tratado consiste em encontrar uma lei de
controle do tipo realimentação de saídas

u(t) = Ky(t) , K ∈ <m×p (3)

tal que o sistema em malha fechada

Eẋ(t) = (A + BKC)x(t) (4)

seja regular, assintoticamente estável e livre de modos impul-
sivos (Varga, 1995). O problema de cálculo de uma realimen-
tação de saídas tal que essas propriedades são verificadas em
malha fechada, será denominado de estabilização forte ou,
simplesmente, S-estabilização (do inglês “Strong Stabiliza-
tion”).

Relativamente ao sistema em malha-fechada, consideram-se
as definições básicas e notações seguintes (Dai, 1989; Varga,
1995). O sistema descritor (4) é regular se det(λE − A −
BKC) 6= 0. Sob a hipótese de regularidade, o conjunto de
pólos do sistema (finitos e infinitos) representa o conjunto de
autovalores generalizados do par (E, A+BKC). O conjunto
de seus pólos finitos, representado por σ(E, A + BKC),
é formado pelas raízes da equação característica det(λE −
A − BKC) = 0. Se o número de pólos finitos é menor que
posto(E) = q, então o sistema descritor possui modos im-
pulsivos. O sistema é livre de modos impulsivos se ele tem
exatamente q pólos finitos. O sistema descritor é assintoti-
camente estável se todos os seus pólos finitos pertencem a
C−, o semiplano esquerdo aberto do plano complexo. Então,
o sistema (4) é fortemente estável (regular, assintoticamente
estável e livre de modos impulsivos) se, e somente se, exis-
tem matrizes Vf ∈ <n×q , Tf ∈ <q×n e Hf ∈ <q×q , com
σ(Hf ) ∈ C−, tais que (Duan, 1995):

(A + BKC)Vf = EVf Hf (5)

Tf (A + BKC) = HfTfE (6)

TfEVf = Iq (7)

posto(EVf ) = posto(TfE) = q (8)

em que σ(Hf ) corresponde a σ(E, A + BKC). Observe
nestas equações que se considerarmos Hf sob a forma real
de Jordan, as colunas das matrizes Vf e Tf serão formadas
a partir dos autovetores generalizados (reais) à direita e à es-
querda, respectivamente, associados aos pólos finitos do sis-
tema em malha-fechada.

A estabilizabilidade e a detectabilidade são requisitos fun-
damentais para a solução do problema considerado. Então,
por hipótese, considera-se que o sistema representado por

(E, A, B) é fortemente estabilizável ou, equivalentemente
(Bunse-Gerstner et al., 1992; Varga, 1995):

posto
([

λE −A B
])

= n , ∀λ finito ∈ C̄+ (9)

posto
([

E AR∞ B
])

= n (10)

em que R∞ ∈ <n×n−q , com posto(R∞) = (n − q), é tal
que ER∞ = 0. Dualmente, considera-se que o sistema re-
presentado por (C, A, E) é fortemente detectável:

posto

([

λE −A
C

])

= n , ∀λ finito ∈ C̄+ (11)

posto









E
L∞A

C







 = n (12)

em que L∞ ∈ <n−q×n, com posto(L∞) = (n−q), é tal que
L∞E = 0 . Caso as condições (9) e (11) sejam válidas para
qualquer λ ∈ C, então (E, A, B) é fortemente controlável e
(C, A, E) é fortemente observável, respectivamente.

Observação 1 Ao longo deste trabalho, considera-se a pos-
sibilidade do par (E, A), associado ao sistema em malha
aberta, ser não-regular, ou seja: det(λE − A) = 0, ∀λ ∈ C.
Isto ocorre somente se A é singular. Então, devido a possi-
bilidade de existência da intersecção entre subespaços N =
Ker(E) ∩ Ker(A), pode-se distinguir dois casos de siste-
mas não-regulares:
Caso i)N = {0} =⇒ d = dim{N} = 0;
Caso ii)N 6= {0} =⇒ d = dim{N} ≥ 1.
No segundo caso, tem-se: (λE − A)η = 0, ∀η ∈ Ker(N ) .
Observe que se (E, A) é regular, tem-se d = 0 , como no
caso i) acima.

Complementarmente, apresentam-se a seguir alguns concei-
tos de controle geométrico associados ao sistema descritor
(1)-(2) (Ozcaldiran and Lewis, 1990) (Castelan et al., 2001),
utilizados na seqüência para a interpretação de alguns re-
sultados. Esses conceitos são uma extensão para siste-
mas descritores dos conceitos introduzidos em (Syrmos and
Lewis, 1993) para o caso de sistemas normais.

Um subespaço V ⊂ X é (A, E, B)-invariante se existe
F : X −→ Y tal que (A + BF )V ⊂ EV , ou equiva-
lentemente, AV ⊂ EV + Im (B). Dualmente, um subes-
paço T ⊂ X é (C, A, E)-invariante se existe L : Y −→ X
tal que (A + LC)T ⊂ ET , ou equivalentemente, ET ⊃
A(T ∩Ker (C)).

Definição 1 Um subespaço V ⊂ X , de dimensão-v,
é (C, A, E, B)-invariante se V é (A, E, B)-invariante e
(C, A, E)-invariante.
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As propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade po-
dem ser consideradas através das duas definições a seguir :
(i) um subespaço (A, E, B)-invariante V é (A, E, B)-
internamente estabilizável se existe F tal que (E, A+BF )|V
é (assintoticamente) estável;
(ii) um subespaço (C, A, E)-invariante V é (C, A, E)-
externamente detectável se existe L tal que (E, A +
LC)|X/V é (assintoticamente) estável.

A partir das definições (i) e (ii), e considerando a propri-
edade de regularizabilidade (Ozcaldiran and Lewis, 1990),
tem-se1:

Definição 2 Um subespaço V ⊂ X , de dimensão v, é for-
temente O.S. (C, A, E, B)-invariante se V é (A, E, B)-
internamente estabilizável e (C, A, E)-externamente detec-
tável e, além disso, Ker E ∩ V = {0}.

Seja V ∈ <n×v tal que Im(V ) = V . Então a condição
Ker(E) ∩ V = {0} pode ser equivalentemente substituída
por (Ozcaldiran and Lewis, 1990):

posto(EV ) = v (13)

Considerando que (13) é verificada, a matriz T ∈ <(q−v)×n

é um anulador à esquerda de EV , se TEV = 0 e Ker (T ) ∩
Im (E) = {0}. Importante observar que a um subespaço
V = Im(V ) fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariante pode-
se associar um par de equações generalizadas de Sylvester
que devem satisfazer, em particular, a condição de acopla-
mento anterior (Castelan et al., 2001).

Observação 2 O problema e os conceitos acima conside-
rados, bem como os resultados que serão apresentados na
seqüência, podem ser facilmente especializados para o caso
de sistemas normais (Castelan et al., 2003; Syrmos and
Lewis, 1993). Para tanto, basta considerar que posto(E) = n
ou, classicamente, E = In, e não levar em consideração as
relações que estejam associadas à existência dos espaços nu-
los à direita e à esquerda da matriz E.

3 REALIMENTAÇÃO DE SAÍDAS E
SUBESPAÇOS O.S. (C, A, E, B)-
INVARIANTES

O resultado a seguir relaciona a existência de uma realimen-
tação de saídas que estabiliza fortemente o sistema em malha
fechada à existência de soluções para duas equações acopla-
das de Sylvester e, portanto, ao conceito de subespaços forte-
mente O.S. (C, A, E, B)-invariantes (Castelan et al., 2001).

10.S. é uma abreviação para expressão em inglês Output Stabilizable.

Teorema 1 Existe uma matriz K ∈ <m×p tal que σ(E, A+
BKC) ∈ C− e o sistema em malha fechada (4) é regular e li-
vre de modos impulsivos se e somente se para algum número
inteiro positivo v ≤ q, as seguintes condições são verifica-
das para matrizes (V ∈ <n×v, HV ∈ <v×v , W ∈ <m×v) ,
(T ∈ <(q−v)×n , HT ∈ <(q−v)×(q−v) , U ∈ <(q−v)×p):

AV −EV HV = −BW , σ(HV ) ∈ C− (14)

TA−HT TE = −UC , σ(HT ) ∈ C− (15)

TEV = 0 (16)

Ker (CV ) ⊆ Ker (W ) (17)

Ker (B′T ′) ⊆ Ker (U ′) (18)

com posto (EV ) = v e posto (TE) = (q − v).

A demonstração proposta em (Castelan et al., 2001) utiliza,
fundamentalmente, argumentos de posicionamento de auto-
estrutura. Em particular, ela leva em consideração que as
propriedades desejadas podem ser associadas apenas à estru-
tura finita do sistema descritor em malha fechada, através das
relações (5)-(8). Então, para efeitos de demonstração, pode-
se considerar qualquer inteiro positivo v ≤ q que permita re-
alizar o particionamento do subespaço invariante associado
aos pólos finitos de (4) e utilizar, sem perda generalidade

Hf =

[

HV 0
0 HT

]

, Vf =
[

V V̄
]

e Tf =

[

T̄
T

]

.

Além disso, é importante salientar que as condições (17) e
(18) são condições equivalentes à existência de K ∈ <m×p

que satisfaz, conjuntamente, KCV = W e TBK = U
(Duan, 1995; Chen, 1996).

Do ponto de vista dos conceitos geométricos introduzidos
na seção anterior, as equações acopladas de Sylvester (14)-
(16) são equivalentes ao fato de V = Im(V ), de dimen-
são v, ser um subespaço fortemente O.S. (C, A, E, B)-
invariante. Portanto, como no caso de sistemas normais
(Castelan et al., 2003), o problema de S-estabilização de sis-
temas descritores pode ser associado à construção destes su-
bespaços invariantes, como será discutido nas seções seguin-
tes.

Apresenta-se agora uma caracterização dos subespaços for-
temente O.S. (C, A, E, B)-invariantes via equações genera-
lizadas de Lyapunov. Esta caracterização pode ser obtida
a partir das relações apresentadas no teorema anterior, ao
substituirem-se as condições de estabilidade expressas nas
equações de Sylvester (14)-(15) pelas duas condições de es-
tabilidade de Lyapunov a seguir (Chen, 1996) :

σ(HV ) ∈ C− ⇔ ∀QV = Q′

V > 0, ∃Π = Π′ > 0

tal que ΠH ′

V + HV Π = −QV (19)

σ(HT ) ∈ C− ⇔ ∀QT = Q′

T > 0, ∃Γ = Γ′ > 0

tal que H ′

T Γ + ΓHT = −QT (20)
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Então, a partir do Teorema 1, obtém-se o resultado seguinte.

Teorema 2 : Existe uma matriz K ∈ <m×p tal que
σ(E, A + BKC) ∈ C− e o sistema em malha fechada (4)
é regular e livre de modos impulsivos, se e somente se as
condições seguintes são verificadas para algum inteiro po-
sitivo v ≤ q e para algum par de matrizes V ∈ <n×v e
T ∈ <q−v×n tais que TEV = 0, com posto(EV ) = v e
posto(TE) = (q − v):
(i) ∀ QV = Q′

V > 0, QV ∈ <v×v , existem matrizes
P = P ′ ≥ 0, P ∈ <n×n e Y ∈ <m×n tais que:

APE′ + EPA′ + BY E′ + EY ′B′ = −EV QV V ′E′ (21)

P̄ = V ′PV > 0 ; TEPE′T ′ = 0 (22)

Y = WΠV ′ para algum WΠ ∈ <
m×v (23)

(ii) ∀ QT = Q′

T > 0, QT ∈ <(q−v)×(q−v) , existem matrizes
S = S′ ≥ 0, S ∈ <n×n e Z ∈ <n×p tais que

A′SE + E′SA + C ′Z ′E + E′ZC = −E′T ′QT TE (24)

S̄ = TST ′ > 0 ; V ′E′SEV = 0 (25)

Z = T ′UΓ para algum UΓ ∈ <
(q−v)×p (26)

(iii) Ker CP ⊆ Ker Y (27)

Ker B′S′ ⊆ Ker Z ′ (28)

A demonstração do resultado acima (Castelan et al., 2001)
é tecnicamente similar à demonstração do Teorema 2.1 em
(Castelan et al., 2003). Pode-se também resgatar a condição
de acoplamento entre as partes (i) e (ii) do Teorema 2 sob a
forma: SEP = 0, com posto (SE) = q − posto(EP ).

Cabe salientar a equivalência entre as relações (21)-(23) e a
equação de Sylvester (14) e, de forma similar, a equivalência
entre (24)-(26) e (15). Estas equivalências mostram a possi-
bilidade de descrever propriedades geométricas (estruturais)
por meio de relações de tipo Lyapunov. Potencialmente, a
descrição de tipo Lyapunov permite a extensão de métodos
de análise e projeto desenvolvidos a partir das equações de
Sylvester, para serem tratados numericamente através de téc-
nicas de resolução de LMI/LMEs (Boyd et al., 1994).

4 ASPECTOS ALGORÍTMICOS

As condições algébricas estabelecidas nos Teoremas 1 e 2
podem ser usadas para construir subespaços fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes, os quais permitirão o cálculo de re-
alimentações de saídas estabilizadoras. Para efeitos de cál-
culo, considera-se v = p, o que permite, em particular, a
obtenção da matriz de realimentação de estados a partir da
relação KCV = W , associada à relação (17). Então, como
no caso de sistemas normais (Syrmos and Lewis, 1993; Cas-
telan et al., 2003), o cálculo da matriz K pode ser rea-
lizado levando-se em conta o requisito de acoplamento e

resolvendo-se subsequentemente as equações acopladas ge-
neralizadas de Sylvester ou de Lyapunov.

4.1 Extensão do algoritmo de Syrmos-
Lewis

Baseado no algoritmo apresentado em (Syrmos and Lewis,
1993) (veja também (Castelan et al., 2003)), o procedi-
mento básico seguinte foi proposto em (Castelan et al., 2001)
para calcular uma realimentação de saídas que estabiliza o
sistema em malha fechada, quando (m + p) > q + d,
em que, conforme a Observação 1, d = dim{Ker(E) ∩
Ker(A)}. Os autovalores de malha fechada são posiciona-
dos arbitrariamente próximos ao conjunto Λ = {ΛT , ΛV },
formado pela união dos conjuntos simétricos de autova-
lores pré-especificados ΛT = {λ1, . . . , λq−p} e ΛV =
{λq−p+1, . . . , λq}. Para efeitos de posicionamento arbitrário
de pólos, o sistema (E, A, B, C) é considerado fortemente
controlável e fortemente observável.

Algoritmo 1
Passo 1: Escolhe-se HT ∈ <(q−p)×(q−p) tal que σ(HT ) =
ΛT ∈ C− e resolve-se a equação (15) para encontrar T ∈
<(q−p)×n tal que

posto

([

TE
C

])

= q (29)

A condição (29) garante, em particular, que posto (TE) =
q − p.

Passo 2: Resolve-se a equação (14) para alguma matriz
HV ∈ <p×p tal que σ(HV ) = ΛV ∈ C−, tomando em con-
sideração que V deve verificar a condição de acoplamento
(16) e que posto (EV ) = p.

Passo 3: Por construção, a matriz V deve verificar
posto (CV ) = p e K pode ser calculada por:

K = W (CV )−1 (30)

Considerando-se as matrizes HT e HV sob a forma diago-
nal de Jordan, os dois primeiros passos podem ser resolvidos
utilizando-se técnicas padrão de posicionamento de autoes-
trutura, como segue. No Passo 1, calculam-se tj ∈ Cn e
uj ∈ Cp, tais que :

[

t′j u′

j

]

[

A− λjE
C

]

= 0 ∀ j = 1, . . . , (q − p) (31)

As linhas da matriz T ∈ <(q−p)×n, denotadas por Tj , são
formadas a partir dos vetores tj , como segue:

• se λj ∈ <, então Tj = t′j ;
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• se λj ∈ C, considera-se λj+1 = λ∗

j e
{

Tj = Re (t′j)
Tj+1 = Imag (t′j)

.

Sob a condição que o sistema seja fortemente observável (de-
tectável), é sempre possível encontrar uma solução no Passo
1 tal que a matriz T verifica a condição (29). Para tanto,
mostra-se no final desta seção uma sistemática para o cálculo
de T baseada na definição de um sistema de ordem reduzida
(Castelan and da Silva, 2005).

No Passo 2, determinam-se vi ∈ C
n e wi ∈ C

m :
[

A− λiE B
TE 0

] [

vi

wi

]

=

[

0
0

]

, (32)

∀ i = (q − p) + 1, . . . , q.

De forma similar ao caso anterior, as matrizes V e W utiliza-
das para o cálculo de K podem ser construídas somente com
elementos reais.

Observe que a condição generalizada de Kimura, (m + p) >
q + d, garante que para qualquer λi ∈ C, sempre existe um
vetor [ v′i w′

i ]′ 6= 0 que satisfaz (32). Entretanto, para garantir
que os autovalores λi do Passo 2 sejam livremente alocáveis,

o sistema matricial P (λ) =

[

A− λE B
TE 0

]

de dimensão

(n+q−p)×(n+m), deve ter posto completo por linhas ∀λ e
deve-se garantir a possibilidade de encontrar os vetores vi, a
partir de (32), que não pertençam a Ker (E). Se para algum
valor particular λ = λ̄ tivermos posto(P (λ̄)) < n + q − p,
então λ̄ é um zero invariante do sistema e deve fazer parte
do espectro de HV (e, portanto, satisfazer λ̄ ∈ C−). Feliz-
mente, nos casos raros em que o cálculo de T leva a P (λ)
cujo posto não é completo, uma pequena modificação dos
autovalores utilizados no Passo 1 e, portanto, o cálculo de
uma nova matriz T , são geralmente suficientes para resolver
este problema e tornar viável a alocação arbitrário dos pó-
los no segundo passo. Este tipo de estratégia é classicamente
adotada na literatura relacionada ao posicionamento de pólos
por realimentação de saídas (veja, por exemplo, (Syrmos and
Lewis, 1993) e comentários em (Castelan et al., 2003)).

Observação 3 Considerando-se que posto(P (λ)) = n+q−
p ∀λ, e levando-se em conta a condição generalizada de Ki-
mura, tem-se:

dim{Ker(P (λ))} = m + p− q > d (33)

Isto garante a existência de soluções para (32), mesmo nos
casos em que (E, A) é não-regular. Em particular, se d =
dim{N = Ker(E) ∩ Ker(A)} ≥ 1, verifica-se a partir da

Observação 1 que: P (λ)

[

η
0

]

, ∀η ∈ N . Então, (33) ga-

rante a possibilidade de encontrar outras soluções para (32),
tais que vi 6∈ N ⇒ Evi 6= 0.

4.2 Passo 1: Abordagem via sistema de
ordem reduzida

Por hipótese, considera-se que o sistema (C, A, E) é forte-
mente detectável. Além disso, considera-se que (Castelan
and da Silva, 2005):

posto

([

L∞A
C

])

= n− q + p , com p < q . (34)

Na seqüência, as matrizes que descrevem o sistema descritor
em malha aberta serão consideradas, sem perda de generali-
dade, sob a forma algébrica-diferencial (Dai, 1989):

E =

[

Iq 0
0 0

]

, A =

[

J1 J2

J3 J4

]

(35)

B =

[

B1

B2

]

, C =
[

C1 C2

]

Proposição 1 Se (C, A, E) é fortemente detectável e (34)
é verificada, então existe uma matriz T =

[

T1 T2

]

∈

<(q−p)×n, com posto
(

TE =
[

T1 0
])

= (q − p), tal

que o subespaço V = Im

[

V1

V2

]

, com TEV = T1V1 = 0 e

posto(EV = V1) = p, é (C, A, E)-externamente detectável

e posto









TE
L∞A

C



 =





T1 0
J3 J4

C1 C2







 = n.

A demonstração do resultado anterior baseia-se numa
seqüência particular de transformações de coordenadas que
permite construir soluções para o Passo 1 do Algoritmo
1, independentemente da regularidade do par (E, A) (veja
(Castelan and da Silva, 2005)):

Algoritmo 2
Passo 1: Se as matrizes do sistema não estiverem na

forma (35), encontre Q =

[

Q′

1

Q′

2

]

∈ <n×n e R =

[

R1 R2

]

∈ <n×n, tais que QER =

[

Iq 0
0 0

]

, e de-

fina:

[

J1 J2

J3 J4

]

= QAR e
[

C1 C2

]

= CR. Senão:

Q = R = In.

Passo 2: Encontre uma matriz inversível R̄ =

[

R̄1

R̄2

]

, tal

que:

[

R̄1

R̄2

] [

J4

C2

]

=

[

J̄4

0

]

, posto(J̄4) = n − q.

Considere

[

J̄3

C̄1

]

=

[

R̄1

R̄2

][

J3

C1

]

e defina o sistema au-

xiliar representado por (C̄, Ā, Ē), em que: Ē =

[

Iq 0
0 0

]

,

Ā =

[

J1 J2

J̄3 J̄4

]

e C̄ =
[

C̄1 0
]

.
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Passo 3: Encontre M =
[

M1 M2

]

∈ <q×q tal que
C̄1

[

M1 M2

]

=
[

C̃1 0
]

, com C̃1 ∈ <p×p de
posto completo. Calcule M̄ =

[

M3 M4

]

∈ <(n−q)×q

que verifica J̄4

[

M3 M4

]

= −J̄3

[

M1 M2

]

. Seja

M̃ =

[

M̃ ′

1

M̃ ′

2

]

∈ <n−q×n−q a inversa de M :

[

M1 M2

]

[

M̃ ′

1

M̃ ′

2

]

= Iq . Considere as matrizes não-

singulares

Q̃ =





M̃ ′

1 0

M̃ ′

2 0
0 In−q



 e P̃ =

[

M1 M2 0
M3 M4 In−q

]

e obtenha o sistema representado por (Ẽ, Ã, C̃):

Ẽ = Q̃ĒP̃ =





Ip 0 0
0 Iq−p 0
0 0 0



 , C̃ = C̄P̃ =





C̃ ′

1

0
0





′

,

Ã = Q̃ĀP̃ =





J̃11 J̃12 J̃13

J̃21 J̃22 J̃23

0 0 J̃33



 e

J̃12 ∈ <p×(q−p)

J̃22 ∈ <(q−p)×(q−p)

J̃33 = J̄4

.

Passo 4: Encontre uma solução para a equação de Sylvester
de ordem reduzida

T̃12J̃22 −HT T̃12 = −T̃11J̃12 , σ(HT ) = ΛT ⊂ C
− (36)

na qual HT ∈ <(q−p)×(q−p), T̃11 ∈ <(q−p)×p e T̃12 ∈
<(q−p)×(q−p) deve ser não-singular.

Passo 5: Calcule: T1 =
[

T̃11 T̃12

]

[

M̃ ′

1

M̃ ′

2

]

. Na base

original, tem-se: TE =
[

T1 0
]

Q.

Observe que a escolha das matrizes Q, R, R̄ e M não é única.
Então, elas devem ser definidas como matrizes ortogonais, o
que contribui para a estabilidade e eficiência numérica da im-
plementação computacional do algoritmo. Além disso, pode-
se verificar que, por construção, o sistema normal de ordem
reduzida (q − p) representado por (J̃12, J̃22) é detectável.
Portanto, é sempre possível obter uma solução adequada para
a equação de Sylvester (36) (Chen, 1996). Finalmente, sali-
entamos que diferentes técnicas podem ser utilizadas para a
resolução do Passo 4. Dentre estas, a resolução de uma de-
sigualdade de tipo Lyapunov associada ao sistema normal de
ordem reduzida é mostrada na seção seguinte.

5 ESTABILIZAÇÃO VIA RELAÇÕES DE
TIPO LYAPUNOV

Como em (Castelan et al., 2003), soluções para o Passo 4
do Algoritmo 2 podem ser obtidas a partir de uma desigual-

dade matricial linear (LMI) associada ao sistema de ordem
reduzida representado pelo par (J̃12, J̃22). Por hipótese, o
sistema de ordem reduzida é detectável e p < q. Assim,
considere matrizes S21 ∈ <(q−p)×p e S22 ∈ <(q−p)×(q−p),
com S22 = S′

22 > 0, soluções da LMI de ordem reduzida
seguinte:

J̃ ′

22S22 + S22J̃22 + J̃ ′

12S
′

21 + S21J̃12 < 0 (37)

Seja L2 ∈ <(q−p)×p tal que:

S22L2 = S21 (38)

Por construção, σ(J̃22 + L2J̃12) ∈ C−. Então, para qual-
quer matriz não-singular T̃12 ∈ <

(q−p)×(q−p), pode-se de-
finir a matriz HT ∈ <(q−p)×(q−p) que verifica σ(HT ) =

σ
(

J̃22 + L2J̃12

)

∈ C−, a partir da relação de similaridade

T̃12

(

J̃22 + L2J̃12

)

= HT T̃12. A matriz T̃11 correspon-

dente, que satisfaz (36), verifica:

T̃11 = T̃12L2 (39)

O desenvolvimento anterior mostrou que a solução da LMI
(37) implica na solução da equação de Sylvester de ordem re-
duzida (36). Também é possível mostrar o caminho oposto.
Isto implica que não há perda de generalidade ao se conside-
rar a solução do Passo 4 do Algoritmo 2 via a LMI (37). Re-
lembre que o Algoritmo 2 pode ser utilizado para a realização
do Passo 1 do Algoritmo 1. Além disso, sob a condição de
acoplamento (16), a equação de Sylvester (14) envolvida no
Passo 2 desse primeiro algoritmo é equivalente as relações
(21)-(23) do Teorema 2.

Observação 4 Como T̃12 é uma matriz invertível qualquer, é
possível arbitrar T̃12 = S22. Deste modo, a relação seguinte

pode ser utilizada para o cálculo de V =

[

V1

V2

]

tal que

TEV = T1V1 = 0:

Ker(T1) = Ker

(

[

S21 S22

]

[

M̃ ′

1

M̃ ′

2

])

(40)

Baseado nos resultados e comentário anteriores, o procedi-
mento básico seguinte pode ser usado para calcular uma ma-
triz de realimentação de saídas que estabiliza fortemente o
sistema em malha fechada quando a condição (m+p) > q+d
é satisfeita. Este algoritmo pode ser visto como uma ex-
tensão do algoritmo proposto em (Castelan et al., 2003)
para a estabilização de sistemas normais e também gene-
raliza resultados anteriores propostos em (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002) para classes particulares
de sistemas descritores.
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Algoritmo 3

Passo 1
1.1) Utilizar os Passos 1 a 3 do Algoritmo 2 para encontrar
as matrizes J̃12 e J̃22.
1.2) Resolver a LMI de ordem reduzida (37) para encontrar
S12 e S22 = S′

22 > 0.

1.3) Calcular T1 =
[

S11 S12

]

[

M̃ ′

1

M̃ ′

2

]

. Sejam as ma-

trizes A = J1 , B = [−J2 0 ] , C =

[

−J3

−T1

]

e D =
[

−J4 0
0 0

]

. Se (A,B, C,D) não tem zeros invariantes, en-

tão ir ao Passo 3; caso contrário, repetir o Passo 1 usando
uma nova decomposição de C̄1.

Passo 2

2.1) Calcular V =

[

V1

V2

]

que verifique TEV = T1V1 = 0

e posto(CV ) = p.
2.2) Resolver a equação (21), sob as restrições (22) e (23), e
encontrar as matrizes P , Y , P̄ e WΠ.

Passo 3 A matriz de realimentação de saídas verifica:
KCP = Y ←→ KCV P̄ = WΠ, se V ′V = Ip.

Esta seção será finalizada com algumas observações relati-
vas ao algoritmo anterior. Estas observações complementam
os comentários e observações já realizados em relação aos
Algoritmos 1 e 2 (veja também (Castelan et al., 2003)).

Observação 5 O teste de existência de zeros invariantes re-
alizado no final do Passo 1 tem por objetivo evitar a parada
do algoritmo nos casos raros em que uma solução particular
torne o Passo 2 não viável. Então, de maneira similar à es-
tratégia utilizada no Algoritmo 1, a definição de uma nova
decomposição de C̄1 objetiva encontrar uma nova solução
(S21, S22) que viabilize o Passo 2. Além disso, a definição
de A, B, C e D permite utilizar neste teste as rotinas existen-
tes para o cálculo de zeros invariantes de sistemas normais.

Observação 6 No Passo 2, após o cálculo de V =
[

V ′

1 V ′

2

]

′

, objetiva-se resolver as condições (21), (22)
e (23), Como V2 ∈ <(n−q)×p pode ser escolhida livre-
mente, pode-se adotar a seguinte estratégia para garantir que
posto(CV = C1V1 +C2V2) = p, o que garante o cálculo de
K a partir das relações no Passo 3:

• se posto(C1V1) = p, então considera-se V2 = 0;

• se posto(C1V1) < p, então V2 6= 0 deve garantir que o
posto(CV ) seja completo.

Observação 7 No presente artigo, a estabilidade assintótica
é, conjuntamente com a regularidade e a ausência de modos
impulsivos, um dos requerimentos para o sistema em malha-
fechada. Cabe salientar que os passos do algoritmo acima
podem ser adaptados para obter posicionamento de pólos em
regiões do tipo LMI e, em particular, para tratar o problema
de estabilização forte de sistemas descritores em tempo dis-
creto. Para tanto, deve-se substituir as condições de estabili-
dade expressas por (19) e (20), pelas condições propostas em,
por exemplo,(Chilali and Gahinet, 1996) para caracterizar o
posicionamento regional dos autovalores de HV e HT (veja
também (Castelan et al., 2002; Castelan and da Silva, 2005)).

Observação 8 Pacotes computacionais apropriados para a
resolução numérica de LMIs/LMEs podem ser utilizados
para encontrar soluções factíveis para as relações de tipo
Lyapunov envolvidas nos dois passos do algoritmo (Boyd
et al., 1994).

6 EXEMPLO

Considere o sistema descritor representado pelas matrizes
(Chu et al., 1999):

E =













0.00 0.00 −0.82 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.72 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 1.00













A =













0.00 0.00 1.23 0.00 0.00
1.10 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 1.56 0.00 0.00 1.01
0.00 0.00 1.98 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00













B =













0.41 −6.64 −2.34
0.00 0.00 0.45
0.00 0.00 0.00
1.72 −15.48 0.00
7.00 0.00 −1.00













, C ′ =













−1 0
0 0
0 0
−1 1

0 1













O par (E, A) é não-regular, com d = dim{Ker(E) ∩
Ker(A)} = 1. Os pólos finitos são dados por: σ(E, A) =
{0.0, −1.5}. O sistema (C, E, A, B) é fortemente controlá-
vel e fortemente detectável, e m + p = 5 > q + d. Pode-se
então aplicar o Algoritmo 3 como segue2.

As matrizes do sistema de ordem reduzida no Passo

1.1 correspondem a:





J̃12

. . .

J̃22



 =









−0.5586
−1.0052

. . .
−1.5000









.

2Utilizou-se o software SCILAB, desenvolvido no INRIA/França.

474 Revista Controle & Automação/Vol.16 no.4/Outubro, Novembro e Dezembro 2005



Passo 2.2 α = 0 α = 2 α = 4

P̄

»
11653.916 −2175.534
−2175.534 13690.257

– »
778624.240 −47603.884
−47603.884 771411.610

– »
5243.466 2874.604
2874.6048 16237.186

–

K

2

4

0.8174 −0.2826
−0.3254 0.0654

2.4444 0.0000

3

5

2

4

0.8453 −0.5934
−0.3133 −0.0693

2.4444 0.0000

3

5

2

4

1.5118 −1.3365
−0.0240 −0.3919

2.4444 0.0000

3

5

σ(E, A + BKC) {−3.8993
| {z }

Passo1

, −1.6629 ± 1.3894i
| {z }

Passo2

} {−3.8993
| {z }

Passo1

, −2.7098 ± 1.7896i
| {z }

Passo2

} {−3.8993
| {z }

Passo1

, −4.3425 ± 2.1982i
| {z }

Passo2

}

Tabela 1: Diferentes soluções usando posicionamento regional de pólos no Passo 2.2

Uma solução para o Passo 1.2 é :
[

S21

... S22

]

=
[

0.6213 0.3455
... 0.2894

]

, a qual resulta no

passo 1.3 em: T1 =
[

S21 S22

]

[

M̄ ′

1

M̄ ′

2

]

=
[

−0.6038 0.3753 0.2894
]

. Esta solução torna
viável o Passo 2, pois não implica na existência de zeros
invariantes. Determina-se, então:

[

V1

V2

]

=

[

0.3770 −0.1032 0.9204 0 0
0.4889 0.8662 −0.1032 0 0

]

′

.

A tabela 1 mostra, em particular, diferentes soluções obti-
das a partir do Passo 2.2. Buscou-se, neste passo, soluções
factíveis para (21), sob as restrições (22) e (23), que posici-
onam os dois pólos finitos associados com partes reais tais
que Re(λi) < −α, para α = 0 , 2 e 4 . Para a obtenção
deste tipo de posicionamento regional de pólos, basta subs-
tituir A por (A + αE) em (21). Note que as três matrizes
de realimentação de saídas obtidas são tais que o autovalor
−3.8993, correspondente ao Passo 1, faz parte do conjunto
de pólos finitos do sistema em malha fechada. Como o nú-
mero de pólos finitos é igual a 3, as três soluções propostas
estabilizam fortemente o sistema em malha-fechada.

7 CONCLUSÃO

Considerou-se o problema de cálculo de uma matriz de re-
alimentação de saídas que estabiliza fortemente um sistema
descritor. Condições necessárias e suficientes para a solução
do problema foram obtidas sob a forma de equações aco-
pladas de Sylvester e de equações acopladas de Lyapunov.
Além disso, mostrou-se que os subespaços fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes têm um papel fundamental na esta-
bilização usando realimentação de saídas em sistemas des-
critores.

Foram apresentados algoritmos para o cálculo da matriz de
realimentação de saídas, baseados em técnicas de posicio-
namento de autoestrutura ou em técnicas para a solução de
LMI/LMEs. Estes algoritmos podem ser aplicados a siste-
mas descritores que satisfazem a condição (m + p) > q + d,
a qual pode ser considerada como uma generalização da con-
dição de Kimura. É importante observar que os algoritmos
propostos também podem ser utilizados para a estabilização
forte de sistemas para os quais esta condição não é satisfeita,
utilizando-se compensadores dinâmicos clássicos de ordem
nc > q + d − (m − p). Cabe também salientar a flexi-
bilidade oferecida pela abordagem baseada nas equações de
tipo Lyapunov, a qual pode ser adaptada para considerar ou-
tros requisitos e, particularmente, para a obtenção de posi-
cionamento regional de pólos. Desta forma, os resultados
apresentados generalizaram resultados obtidos anteriormente
para o caso de sistemas normais (Castelan et al., 2003) e para
classes particulares de sistemas descritores (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002)

Entretanto, a aplicação da abordagem apresentada na solu-
ção de outros problemas de controle de sistemas descritores
por realimentação estática de saídas constitui-se num campo
de possível investigação, no qual pode-se destacar: i) a con-
sideração de requisitos de desempenho e de robustez; ii) o
uso das tranformações de coordenadas do Algoritmo 2 para
a realização de posicionamento arbitrário de pólos em siste-
mas que satisfaçam a condição m.p ≥ q, como extensão da
abordagem paramétrica proposta em (Alexandridis and Pa-
raskevopoulos, 1996); e iii) a generalização dos conceitos e
resultados apresentados para o caso de sistemas descritores
retangulares, i.e.: E ∈ <m×n, com m 6= n (Ishihara and
Terra, 2001; Hou, 2004).
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