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ABSTRACT

We consider the problem of strong stabilization of descriptor
systems via output feedback. The proposed results are based
on the concept of (C, A, E, B)-invariance and its algebraic
characterization by coupled Sylvester equations and coupled
Lyapunov-like equations. Based either on eigenstructure as-
signment techniques or on the solution of linear matrix in-
equalities and equalities, we propose algorithms for compu-
tation of the output feedback matrix for descriptor systems
that verify some conditions. The proposed results and algo-
rithms generalize previous works developed for classical lin-
ear systems and for particular classes of descriptor systems.

KEYWORDS: Descriptor systems, Output feedback,
Sylvester equations, Lyapunov equations, LMI/LMEs.

RESUMO

Considera-se o problema da existéncia e do célculo de uma
matriz de realimentacdo de saidas que estabiliza fortemente
um sistema descritor linear. Os resultados apresentados
baseiam-se no conceito de (C, A, E, B)-invariancia e de
sua caracterizacdo algébrica através de equagdes acopladas
de Sylvester e de equacdes acopladas de tipo Lyapunov.
Apresentam-se algoritmos para o calculo da matriz de reali-
mentacdo de saidas, baseados em posicionamento de autoes-
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trutura ou na solucdo de desigualdades e igualdades matrici-
ais lineares. Os resultados e algoritmos apresentados genera-
lizam resultados anteriores propostos para sistemas lineares
cléssicos e para classes particulares de sistemas descritores
lineares.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas descritores, Realimentacio
de saidas, Equacdes de Sylvester, Equacfes de Lyapunov,
LMI/LMEs.

1 INTRODUCAO

A estabilizacdo de sistemas lineares por realimentacéo esta-
tica de saidas &, reconhecidamente, um problema fundamen-
tal em teoria de controle. Isto decorre do fato que em grande
parte das aplicacBes préaticas apenas parte da informacéo dos
estados do sistema estar disponivel a partir das saidas medi-
das e, além disso, a obtengdo de um controlador de comple-
xidade minima ser um requisito importante.

Considera-se neste artigo o problema de estabilizacdo por
realimentacdo estatica de saidas de sistemas descritores li-
neares. Este tipo de sistemas aparece naturalmente na mo-
delagem de vérios sistemas fisicos como circuitos elétricos,
sistemas de poténcia e outros sistemas interconectados, sis-
temas robdticos e sistemas econdmicos (Dai, 1989; Verghese
et al., 1981; Lewis, 1986). Basicamente, um sistema des-
critor de ordem n consiste de uma mistura de ¢ equagdes
diferenciais e (n — ¢) equagdes algébricas (Dai, 1989). De-
vido a esta caracteristica, o controle de sistemas descritores
requer, além da garantia da estabilidade assint6tica em ma-
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lha fechada, outras duas propriedades importantes: a regu-
laridade e a auséncia de modos impulsivos. Um sistema em
malha-fechada que satisfaz estas trés propriedades é dito ser
fortemente estavel, ou simplesmente S—estavel (do inglés
"strongly stable™) (Varga, 1995).

Nos dltimos anos, diversos trabalhos sobre a estabilizacéo de
sistemas descritores por realimentagao estatica de saidas tém
sido propostos, aplicando-se diferentes técnicas para consi-
derar as caracteristicas especificas destes sistemas. Pode-se
destacar, particularmente, varios resultados baseados em téc-
nicas de posicionamento de polos e autoestrutura (Fletcher,
1988; Duan, 1995; Duan, 1999; Castelan et al., 2001; Llanos
Villarreal et al., 2000; Castelan et al., 2002; Duan, 2004),
resultados baseados na teoria de estabilidade de Lyapunov
(Zhang et al., 2005; Kuo and Fang, 2003), assim como alguns
trabalhos que consideram a utilizacdo de realimentagéo esta-
tica de saidas para a solucéo de outros problemas de controle
(Barbosa and Trofino, 2003; Duan et al., 2000; Chu, 2001).

Sem ser exaustiva, a bibliografia acima citada (veja também
suas referéncias) revela o interesse da comunidade cientifica,
nacional e internacional, no tratamento de problemas de con-
trole de sistemas descritores por realimentacdo estatica de
saidas. Assim, dentro do contexto anteriormente descrito,
considera-se neste artigo uma abordagem que explora pro-
priedades estruturais e geométricas do sistemas a controlar e
utiliza equacGes generalizadas de Sylvester ou de Lyapunov
para a caracterizagdo e o céalculo de solugdes.

As linhas gerais da abordagem proposta podem ser resumi-
das como segue. Note, inicialmente, que a estabilidade forte
pode ser interpretada em termos da autoestrutura do sistema
em malha fechada: (i) a estabilidade assintdtica é equiva-
lente a que todos os pdlos finitos estejam no interior do se-
miplano esquerdo do plano complexo; (ii) a auséncia dos
modos impulsivos é equivalente a ter ¢ pdlos finitos em ma-
Iha fechada; e (iii) a regularidade é garantida se o sistema
é livre de modos impulsivos. Baseando-se nesta interpreta-
cao, condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de
uma realimentacdo de saidas S-estabilizavel sdo estabeleci-
das a partir de um conjunto de equacdes generalizadas aco-
pladas de Sylvester (Fletcher, 1988; Duan, 1999; Castelan
et al., 2001). Como no caso de sistemas puramente diferen-
ciais (tfambém chamados de sistemas normais (Dai, 1989)),
as equacdes de Sylvester podem ser interpretadas a partir de
conceitos da teoria de controle geométrico, ou, mais especifi-
camente, utilizando-se a nogao de subespacos (C, A, E, B)-
invariantes. Além disso, mostra-se que equagdes generaliza-
das de tipo Lyapunov também podem ser usadas para des-
crever a (C, A, E, B)-invariancia de subespacos e, portanto,
para obter um conjunto de condigdes necessarias e suficientes
para a existéncia de uma realimentacéo de saidas que estabi-
liza fortemente o sistema.

Os resultados citados permitem propor uma extensdo para
0 caso de sistemas descritores dos procedimentos algorit-
micos em dois passos relatados em (Castelan et al., 2003)
para a estabilizacdo de sistemas normais. Diferentemente
de resultados propostos anteriormente em (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002), nenhuma estrutura par-
ticular é requerida das matrizes que definem o sistema des-
critor em malha aberta. Assim, sob hipoteses de estabiliza-
bilidade e de detectabilidade do sistema a controlar, neces-
sérias para existéncia de solucdo do problema, propéem-se
algoritmos para estabilizacdo de sistemas descritores que sa-
tisfagam uma condicdo que relaciona o nimero de entradas
e saidas com o nimero de variaveis algébricas do sistema,
a qual pode ser considerada uma generalizacdo da conhe-
cida condicio de Kimura para sistemas normais (Syrmos and
Lewis, 1993) . Importante salientar o fato que também no
caso de sistemas descritores, a solugdo do primeiro passo do
procedimento proposto pode ser associada a um sistema nor-
mal de ordem reduzida, o qual pode ser obtido aplicando-se
a sequéncia de transformacdes de coordenadas relatadas no
presente artigo (Castelan and da Silva, 2005).

O artigo tem a organizacdo seguinte. Na secdo 2, apresenta-
se 0 problema a ser tratado, bem como algumas defini¢cGes
e notagdes bésicas associadas a sistemas descritores. Na se-
cdo 3 apresentam-se as condicdes de existéncia de solugdo
do problema de S-estabilizacdo, através das equagBes gene-
ralizadas acopladas de Sylvester e de Lyapunov. Baseando-
se nos algoritmos apresentados em (Castelan et al., 2003),
propde-se na secdo 4 um algoritmo para resolver o problema
de estabilizacdo forte via posicionamento de autoestrutura.
O algoritmo baseado na solucdo de desigualdades e igualda-
des matriciais lineares (LMI/LMESs) é apresentado na se¢do
5. Um exemplo ilustrativo e comentarios concluem o artigo.

Notagdo: Para M € R™*™, sua Imagem e Espago Nulo sdo dados por
Im(M) = {b € R*; Mz = bcomz € R} e Ker (M) = {z €
R™; Mz = 0}, respectivamente. o(A) denota conjunto de autovalores, ou
espectro, da matriz A € R"*". Se P = P/ € R"*", entdo P > 0 (P >
0) significa que P é uma matriz definida (semidefinida) positiva. ,J é a
matriz identidade de dimensdo n. Relativamente ao conjunto de nimeros
complexos C, tem-se C~ = {a+ jB € C; a < 0}eCt = {a+jB €
C; a > 0}. Adimens&o de um subespaco V C X é denotada dim{V}. Se
V é subespaco A-invariante, i.e: AV C V, entdo A|V é a restricdo de A
em Ve A|(X/V) é o mapa induzido por A no subespaco quociente X' /V.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA E PRE-
LIMINARES

Seja um sistema descritor linear e invariante no tempo des-
crito por :

Ei(t) =
y(t) =

Az(t) + Bul(t) 1)
Ca(t) )
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emque: z €e X ~R*" ,ueld ~R",ye)Y ~RPe
E € R"*", posto(E) = ¢ < n; as demais matrizes tém
dimensdes adequadas com posto (B) = m e posto (C') = p.
Considera-se que p < q.

O problema a ser tratado consiste em encontrar uma lei de
controle do tipo realimentacao de saidas

ult) = Ky(t) , K € R )
tal que o sistema em malha fechada

Ei(t) = (A4 BKCQC)x(t) 4)
seja regular, assintoticamente estavel e livre de modos impul-
sivos (Varga, 1995). O problema de calculo de uma realimen-
tacdo de saidas tal que essas propriedades sao verificadas em
malha fechada, serd denominado de estabilizagéo forte ou,
simplesmente, S-estabilizagéo (do inglés “Strong Stabiliza-
tion”).

Relativamente ao sistema em malha-fechada, consideram-se
as definicGes basicas e notagdes seguintes (Dai, 1989; Varga,
1995). O sistema descritor (4) é regular se det(A\E — A —
BKC) # 0. Sob a hipdtese de regularidade, o conjunto de
polos do sistema (finitos e infinitos) representa o conjunto de
autovalores generalizados do par (E, A+ BKC'). O conjunto
de seus pdlos finitos, representado por o(E, A + BKC),
¢ formado pelas raizes da equacdo caracteristica det(AE —
A — BKC) = 0. Se o numero de p6los finitos & menor que
posto(E) = g, entdo o sistema descritor possui modos im-
pulsivos. O sistema é livre de modos impulsivos se ele tem
exatamente ¢ pdlos finitos. O sistema descritor é assintoti-
camente estavel se todos os seus pdélos finitos pertencem a
C~, o semiplano esquerdo aberto do plano complexo. Entdo,
o sistema (4) ¢é fortemente estavel (regular, assintoticamente
estavel e livre de modos impulsivos) se, e somente se, exis-
tem matrizes Vy € R"*9, Ty € R9*" e Hy € R, com
o(Hy) € C~, tais que (Duan, 1995):

(AJrBKC)Vf = FEVyHy (5)
Tf(A+BKC) = HfoE (6)
T/EV; = I, (7)
posto(EVy) = posto(TyE) =q (8)

em que o(Hy) corresponde a o(E, A + BKC). Observe
nestas equagdes que se considerarmos H y sob a forma real
de Jordan, as colunas das matrizes V; e Ty serdo formadas
a partir dos autovetores generalizados (reais) a direita e a es-
querda, respectivamente, associados aos polos finitos do sis-
tema em malha-fechada.

A estabilizabilidade e a detectabilidade sdo requisitos fun-
damentais para a solu¢do do problema considerado. Entéo,
por hipotese, considera-se que o sistema representado por

(E, A, B) é fortemente estabilizavel ou, equivalentemente
(Bunse-Gerstner et al., 1992; Varga, 1995):

posto ([ \AE—A B |)=n, VYAfinito €C* 9)

posto([ E AR, B D =n (10)

em que Ro, € R™"*"4, com posto(Rs) = (n — q), € tal
que FR., = 0. Dualmente, considera-se que o sistema re-
presentado por (C, A, E) é fortemente detectivel:

posto ([ AE— A :|) =n, VAfinito € ct (11)

C
E
posto Lo A =n (12)
C

emque Lo, € R 2%" com posto(L,) = (n—gq), é tal que
Lo FE = 0. Caso as condicdes (9) e (11) sejam validas para
qualquer A € C, entdo (E, A, B) é fortemente controlavel e
(C, A, E) é fortemente observavel, respectivamente.

Observacdo 1 Ao longo deste trabalho, considera-se a pos-
sibilidade do par (E, A), associado ao sistema em malha
aberta, ser ndo-regular, ou seja: det(A\E — A) = 0,V € C.
Isto ocorre somente se A é singular. Entéo, devido a possi-
bilidade de existéncia da interseccéo entre subespagos N =
Ker(E) N Ker(A), pode-se distinguir dois casos de siste-
mas ndo-regulares:

Caso i) N = {0} = d=dim{N} =0;

Casoii) N # {0} = d=dim{N}>1.

No segundo caso, tem-se: (AE — A)p = 0,Vn € Ker(N).
Observe que se (E, A) é regular, tem-se d = 0, como no
caso i) acima.

Complementarmente, apresentam-se a seguir alguns concei-
tos de controle geométrico associados ao sistema descritor
(1)-(2) (Ozcaldiran and Lewis, 1990) (Castelan et al., 2001),
utilizados na seqliéncia para a interpretacdo de alguns re-
sultados. Esses conceitos sdo uma extensdo para siste-
mas descritores dos conceitos introduzidos em (Syrmos and
Lewis, 1993) para o caso de sistemas normais.

Um subespagco V C X é (A, E, B)-invariante se existe
F : X — Ytalque (A+ BF)V C EV, ou equiva-
lentemente, AV C EV + Im (B). Dualmente, um subes-
paco 7 C X é (C, A, E)-invariante se existe L : Y — X
tal que (A + LC)T C ET, ou equivalentemente, E7 D
A(T N Ker (C)).

Definicdo 1 Um subespaco V < X, de dimensdo-v,
é (C, A, E, B)-invariante se V é (A, E, B)-invariante e
(C, A, E)-invariante.
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As propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade po-
dem ser consideradas através das duas defini¢bes a seguir :
(i) um subespaco (A, E,B)-invariante V é (A, E,B)-
internamente estabilizavel se existe F tal que (E, A+ BF)|V
¢ (assintoticamente) estavel;

(ii) um subespaco (C, A, E)-invariante V é (C, A, E)-
externamente detectavel se existe L tal que (E,A +
LC)|X/V é (assintoticamente) estavel.

A partir das definicbes (i) e (i¢), e considerando a propri-
edade de regularizabilidade (Ozcaldiran and Lewis, 1990),
tem-se':

Definicdo 2 Um subespaco V C X, de dimenséo v, é for-
temente O.S. (C, A, E, B)-invariante se V é (4, E, B)-
internamente estabilizavel e (C, A, E)-externamente detec-
tavel e, além disso, Ker ENY = {0}.

Seja V. e R™*" tal que Im(V) = V. Entdo a condi¢do
Ker(E) NV = {0} pode ser equivalentemente substituida
por (Ozcaldiran and Lewis, 1990):

posto(EV) = v 13)
Considerando que (13) é verificada, a matriz 7' € R(a—v)*"
é um anulador a esquerdade EV,se TEV = 0e Ker (T) N
Im (E) = {0}. Importante observar que a um subespago
V = Im(V) fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariante pode-
se associar um par de equagOes generalizadas de Sylvester
que devem satisfazer, em particular, a condi¢do de acopla-
mento anterior (Castelan et al., 2001).

Observacdo 2 O problema e os conceitos acima conside-
rados, bem como os resultados que serdo apresentados na
sequiéncia, podem ser facilmente especializados para o caso
de sistemas normais (Castelan et al., 2003; Syrmos and
Lewis, 1993). Para tanto, basta considerar que posto(E) = n
ou, classicamente, £ = I,,, € ndo levar em consideracao as
relagBes que estejam associadas a existéncia dos espagos nu-
los a direita e a esquerda da matriz E.

3 REALIMENTACAO DE SAIDAS E
SUBESPACOS  0.S.  (C,A,E,B)-
INVARIANTES

O resultado a seguir relaciona a existéncia de uma realimen-
tacdo de saidas que estabiliza fortemente o sistema em malha
fechada a existéncia de solugdes para duas equagdes acopla-
das de Sylvester e, portanto, ao conceito de subespagos forte-
mente O.S. (C, A, E, B)-invariantes (Castelan et al., 2001).

10.S. ¢ uma abreviagdo para expressdo em inglés Output Sabilizable.

Teorema 1 Existe umamatriz K € R™*P tal que o(E, A+
BKC(C) € C~ eosistema em malha fechada (4) é regular e li-
vre de modos impulsivos se e somente se para algum ndmero
inteiro positivo v < ¢, as seguintes condic¢Bes sdo verifica-
das para matrizes (V € R"*Y, Hy € RV*Y W € R™*?),
(T € Ra—v)xn Hy e Rla—v)xla=v) 7 ¢ Rla—v)xp):

AV —EVHy = —BW, o(Hy)eC (14)
TA-H/TE = -UC, o(Hr) e C~ (15)
TEV = 0 (16)

Ker (CV) C Ker (W) @17
Ker (B'T') C Ker(U') (18)

com posto (EV) = v e posto (TE) = (g — v).

A demonstracdo proposta em (Castelan et al., 2001) utiliza,
fundamentalmente, argumentos de posicionamento de auto-
estrutura. Em particular, ela leva em consideracdo que as
propriedades desejadas podem ser associadas apenas a estru-
tura finita do sistema descritor em malha fechada, através das
relacbes (5)-(8). Entdo, para efeitos de demonstracdo, pode-
se considerar qualquer inteiro positivo v < ¢ que permita re-
alizar o particionamento do subespaco invariante associado
aos polos finitos de (4) e utilizar, sem perda generalidade
Hf = If)V F?T}sz[v Vi]eTly = ;
Além disso, é importante salientar que as condicBes (17) e
(18) sdo condicdes equivalentes a existéncia de K € R™*P
que satisfaz, conjuntamente, KCV = W e TBK = U
(Duan, 1995; Chen, 1996).

Do ponto de vista dos conceitos geométricos introduzidos
na secdo anterior, as equacgdes acopladas de Sylvester (14)-
(16) séo equivalentes ao fato de V = Im(V'), de dimen-
sdo v, ser um subespago fortemente O.S. (C, A, E, B)-
invariante. Portanto, como no caso de sistemas normais
(Castelan et al., 2003), o problema de S-estabilizacdo de sis-
temas descritores pode ser associado a construcdo destes su-
bespacos invariantes, como sera discutido nas se¢8es seguin-
tes.

Apresenta-se agora uma caracterizacdo dos subespacos for-
temente O.S. (C, A, E, B)-invariantes via equagdes genera-
lizadas de Lyapunov. Esta caracterizacdo pode ser obtida
a partir das relacBes apresentadas no teorema anterior, ao
substituirem-se as condicdes de estabilidade expressas nas
equacdes de Sylvester (14)-(15) pelas duas condi¢des de es-
tabilidade de Lyapunov a seguir (Chen, 1996):

O'(Hv)E(:'7 = VQV:Q/V>O,3H:H/>O
tal que [TH;, + Hyll = —Qy (19)
VQr=QF>0,3=1">0
tal que H-.I' + THr = —Qr (20)

o(Hr)eC™ &
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Ent&o, a partir do Teorema 1, obtém-se o resultado seguinte.

Teorema 2 : Existe uma matriz K € R™*P tal que
o(E,A+ BKC) € C~ e o sistema em malha fechada (4)
é regular e livre de modos impulsivos, se e somente se as
condicBes seguintes sdo verificadas para algum inteiro po-
sitivo v < ¢ e para algum par de matrizes V' € R"*V e
T € RTU*" tais que TEV = 0, com posto(EV) = v e
posto(TE) = (g — v):
(i) VQv = Q) > 0, Qv € RV*", existem matrizes
P=P >0,PeR"™™eY € R™*" tais que:
APE' + EPA'+ BYE' + EY'B' = —EVQyV'E’ (21)
P=V'PV>0; TEPE'T =0 (22)
Y = WV’ paraalgum Wy € R™*Y (23)
(i)Y Qr = Q- > 0, Qr € Ra—v)*x(4=v) existem matrizes
S=58"2>08€R"™"eZ e R"*P tais que
A'SE+FE'SA+C'Z'E+ E'ZC = —E'T'QrTE (24)
S=TST'>0; V'E'SEV =0 (25)
Z = T'Urp paraalgum Up € RU*P (26)

(@7)
(28)

KerCP C KerY
KerB'S' C Ker Z'

(iid)

A demonstragdo do resultado acima (Castelan et al., 2001)
¢ tecnicamente similar a demonstracdo do Teorema 2.1 em
(Castelan et al., 2003). Pode-se também resgatar a condigdo
de acoplamento entre as partes (¢) e (i4) do Teorema 2 sob a
forma: SEP = 0, com posto (SE) = q — posto(EP).

Cabe salientar a equivaléncia entre as relag@es (21)-(23) e a
equacdo de Sylvester (14) e, de forma similar, a equivaléncia
entre (24)-(26) e (15). Estas equivaléncias mostram a possi-
bilidade de descrever propriedades geométricas (estruturais)
por meio de relagdes de tipo Lyapunov. Potencialmente, a
descrigdo de tipo Lyapunov permite a extensdo de métodos
de analise e projeto desenvolvidos a partir das equacGes de
Sylvester, para serem tratados numericamente através de téc-
nicas de resolucdo de LMI/LMEs (Boyd et al., 1994).

4 ASPECTOS ALGORITMICOS

As condigbes algébricas estabelecidas nos Teoremas 1 e 2
podem ser usadas para construir subespacos fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes, 0s quais permitirdo o calculo de re-
alimentacGes de saidas estabilizadoras. Para efeitos de cél-
culo, considera-se v = p, 0 que permite, em particular, a
obtencdo da matriz de realimentacdo de estados a partir da
relacdo KCV = W, associada a relacdo (17). Entdo, como
no caso de sistemas normais (Syrmos and Lewis, 1993; Cas-
telan et al., 2003), o célculo da matriz K pode ser rea-
lizado levando-se em conta o requisito de acoplamento e

resolvendo-se subsequentemente as equagdes acopladas ge-
neralizadas de Sylvester ou de Lyapunov.

4.1 Extensdo do algoritmo de Syrmos-
Lewis

Baseado no algoritmo apresentado em (Syrmos and Lewis,
1993) (veja também (Castelan et al., 2003)), o procedi-
mento basico seguinte foi proposto em (Castelan et al., 2001)
para calcular uma realimentacdo de saidas que estabiliza o
sistema em malha fechada, quando (m + p) > ¢ + d,
em que, conforme a Observagdo 1, d = dim{Ker(E) N
Ker(A)}. Os autovalores de malha fechada séo posiciona-
dos arbitrariamente proximos ao conjunto A = {Ar, Ay},
formado pela uni@o dos conjuntos simétricos de autova-
lores pré-especificados Ap = {A1,..., \j—p} € Ay =
{Ag=p+1,-- -, Aq}. Paraefeitos de posicionamento arbitrério
de polos, o sistema (E, A, B, C) é considerado fortemente
controlavel e fortemente observavel.

Algoritmo 1

Passo 1: Escolhe-se Hy € R(4=P)*(@P) tal que o(Hr) =
A1 € C~ e resolve-se a equacdo (15) para encontrar T €
Ra—P)xn ta] que

e ([2]) -

A condicdo (29) garante, em particular, que posto (TE) =
q—p.

(29)

Passo 2: Resolve-se a equacgdo (14) para alguma matriz
Hy € RP*P tal que o(Hy) = Ay € C—, tomando em con-
sideracdo que V' deve verificar a condi¢do de acoplamento
(16) e que posto (EV') = p.

Passo 3: Por construgdo, a matriz V deve verificar
posto (C'V') = p e K pode ser calculada por:

K = w(Cv)™! (30)

Considerando-se as matrizes Hy e Hy sob a forma diago-
nal de Jordan, os dois primeiros passos podem ser resolvidos
utilizando-se técnicas padrdo de posicionamento de autoes-
trutura, como segue. No Passo 1, calculam-se t; € C™ e
u; € CP, tais que:

[t ] { A } =0V j=1....(¢—p) (1)

As linhas da matriz T € R(4—P)*" denotadas por T, s&0
formadas a partir dos vetores ¢;, como segue:

e se)\; € R, entdo T; = t;
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ese \;, € C,
T = Re (t})
Tyy1 = Imag (1))

considera-se Aj11 =AY e

Sob a condicdo que o sistema seja fortemente observavel (de-
tectavel), é sempre possivel encontrar uma solugéo no Passo
1 tal que a matriz T" verifica a condi¢do (29). Para tanto,
mostra-se no final desta se¢cdo uma sistematica para o calculo
de T baseada na definicdo de um sistema de ordem reduzida
(Castelan and da Silva, 2005).

No Passo 2, determinam-se v; € C" e w; € C™ :

a g)n)-le] e

Vi=(¢g—p)+1,...,q

De forma similar ao caso anterior, as matrizes V e W utiliza-
das para o calculo de K podem ser construidas somente com
elementos reais.

Observe que a condicdo generalizada de Kimura, (m + p) >
q + d, garante que para qualquer \; € C, sempre existe um
vetor [v] w}]" # 0 que satisfaz (32). Entretanto, para garantir
que os autovalores \; do Passo 2 sejam livremente alocaveis,
A—-)NE B
TE 0
(n+g—p) x (n+m), deve ter posto completo por linhas VA e
deve-se garantir a possibilidade de encontrar os vetores v;, a
partir de (32), que ndo pertencam a Ker (F). Se para algum
valor particular A = X\ tivermos posto(P(\)) < n + q — p,
entdo A é um zero invariante do sistema e deve fazer parte
do espectro de Hy (e, portanto, satisfazer A € C~). Feliz-
mente, nos casos raros em que o calculo de 7" leva a P()\)
cujo posto ndo é completo, uma pequena modificagcdo dos
autovalores utilizados no Passo 1 e, portanto, o calculo de
uma nova matriz 7', sdo geralmente suficientes para resolver
este problema e tornar vidvel a alocagéo arbitrario dos pé-
los no segundo passo. Este tipo de estratégia é classicamente
adotada na literatura relacionada ao posicionamento de pélos
por realimentacao de saidas (veja, por exemplo, (Syrmos and
Lewis, 1993) e comentarios em (Castelan et al., 2003)).

0 sistema matricial P(\) = ] de dimenséo

Observagdo 3 Considerando-se que posto(P(\)) = n+q—
p VA, e levando-se em conta a condigdo generalizada de Ki-
mura, tem-se:

dim{Ker(P(A\)}=m+p—q>d (33)

Isto garante a existéncia de solu¢des para (32), mesmo nos
casos em que (E, A) é ndo-regular. Em particular, se d =
dim{N = Ker(E) N Ker(A)} > 1, verifica-se a partir da
g ] , Vn € N. Entdo, (33) ga-
rante a possibilidade de encontrar outras solugdes para (32),
taisque v; ¢ N = Ev; #0.

Observacédo 1 que: P())

4.2 Passo 1: Abordagem via sistema de
ordem reduzida

Por hipdtese, considera-se que o sistema (C, A, E) é forte-
mente detectavel. Além disso, considera-se que (Castelan
and da Silva, 2005):

posto({ LOéA }) =n—q+p, cOMp<gq . (34)

Na seqiiéncia, as matrizes que descrevem o sistema descritor
em malha aberta serdo consideradas, sem perda de generali-
dade, sob a forma algébrica-diferencial (Dai, 1989):

E:[Iq 0} ,A:[‘]l JQ} (35)

Js  Jy
B:[Bl} =[G O]
Proposicdo 1 Se (C, A, E) é fortemente detectavel e (34)

é verificada, entdo existe uma matriz 7 = [ Ty T | €
Ra=P)xn com posto (TE = [Ty 0]) = (¢—p) tal

que o subespaco V = Im { Vi ],com TEV =ThVi =0e

Vs
posto(EV = Vi) = p, é (C, A, E)-externamente detectavel
TE T, 0
e posto LA | = J3 Js =n.
C Ci O

A demonstracdo do resultado anterior baseia-se numa
sequéncia particular de transformacdes de coordenadas que
permite construir solugdes para 0 Passo 1 do Algoritmo
1, independentemente da regularidade do par (E, A) (veja
(Castelan and da Silva, 2005)):

Algoritmo 2
Passo 1: Se as matrizes do sistema ndo estiverem na

Qll nXn p—
{Qé}eﬂ? e R =

[ Ri Ry | € R™*", tais que QER = [

forma (35), encontre Q =

I, 0

0 0],ede-

} = QARe [ C1 (| = CR. Sendo:
Ry
Ry

R J. J. -
que: [R;}{Cz] = [ 04] , posto(Jy) = n — q.

Passo 2: Encontre uma matriz inversivel R = , tal

. Jg . Rl J3
Considere [ oy ] = [ Ry { o,
xiliar representado por (C, A, E), em que: E = { Ig 8 ]

_ J I .
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Passo 3: Encontre M = [ My M, | € R tal que
Ci[Mi My] = [Cy 0], comCy € RP*P de
posto completo. Calcule M = [ M3 M, | € Rn-9)xa

que verifica Jy [ Ms My | = —J3 [ My M, |. Seja
~ Vi
M = {M}} € R 9 3 inversa de M:
M2
M; . ,
[ My M | [ M} ] = 1I,. Considere as matrizes nio-
2
singulares
M 0
- . - [ My My 0
— !/ —
Q= M, 0 eP{M3 M, In—q:|

0 Ing

e obtenha o sistema representado por (E, A, C):

!/

~ o I, 0 0 ~ Cy
E=QEP=|0 I,, 0|.C=cP=| 0 |,
0 0 0 0
Jin e Jis Jip € Rpx(a=p)
121 = Q;US = j21 j22 j23 e j22 S %(qu)x(qu) .
0 0 Js3 Jsz = Jy

Passo 4: Encontre uma solucdo para a equacao de Sylvester
de ordem reduzida

TiaJay — HrTiy = —TiJia, o(Hr) =Ar CC™ (36)

na qual Hy € RaPx@-p T, ¢ Ra—P*P e Ty,
Rla—r)x(a=P) deve ser ndo-singular.
Vi

Passo 5: Calcule: T} = [ Ty, Tis | { My

. Na base
i

original, tem-se: TE = [ T1 0 | Q.

Observe que a escolha das matrizes Q, R, R e M n&o é Unica.
Entdo, elas devem ser definidas como matrizes ortogonais, o
que contribui para a estabilidade e eficiéncia numérica da im-
plementacdo computacional do algoritmo. Além disso, pode-
se verificar que, por construcéo, o sistema normal de ordem
reduzida (¢ — p) representado por (Jy2, Jas) é detectavel.
Portanto, é sempre possivel obter uma solucdo adequada para
a equacao de Sylvester (36) (Chen, 1996). Finalmente, sali-
entamos que diferentes técnicas podem ser utilizadas para a
resolucdo do Passo 4. Dentre estas, a resolucdo de uma de-
sigualdade de tipo Lyapunov associada ao sistema normal de
ordem reduzida é mostrada na secéo seguinte.

5 ESTABILIZACAO VIA RELACOES DE
TIPO LYAPUNOV

Como em (Castelan et al., 2003), solucGes para o Passo 4
do Algoritmo 2 podem ser obtidas a partir de uma desigual-

dade matricial linear (LMI) associada ao sistema de ordem
reduzida representado pelo par (J;2, j22). Por hipoétese, o
sistema de ordem reduzida é detectavel e p < . Assim,
considere matrizes So; € R@P)*P g §oy € Ra—P)*(a-P),
com Sy = Shs > 0, solugbes da LMI de ordem reduzida
seguinte:

j£2522 + 522j22 + j{QSél + 521j12 < 0 (37)
Seja Ly € R@—P)*P tal que:
Soaly = Sx (38)

Por construgdo, o(Joz + L2J12) € C~. Entdo, para qual-
quer matriz ndo-singular Tj, € R(@~P)*(@=P) pode-se de-
finir a matriz Hy € R—»)<(a=P) que verifica o(Hr) =

o (j22 + nglg) € C~, a partir da relacéo de similaridade

Tho (j22 +L2j12) = HrTy». A matriz T1; correspon-
dente, que satisfaz (36), verifica:
Ti2Lo

Ty, = (39)

O desenvolvimento anterior mostrou que a solugéo da LMI
(37) implica na solugdo da equacéo de Sylvester de ordem re-
duzida (36). Também & possivel mostrar o caminho oposto.
Isto implica que ndo ha perda de generalidade ao se conside-
rar a solucdo do Passo 4 do Algoritmo 2 viaa LMI (37). Re-
lembre que o Algoritmo 2 pode ser utilizado para a realizacéo
do Passo 1 do Algoritmo 1. Além disso, sob a condigdo de
acoplamento (16), a equacéo de Sylvester (14) envolvida no
Passo 2 desse primeiro algoritmo é equivalente as relagGes
(21)-(23) do Teorema 2.

Observagédo 4 Como T2 é umamatriz invertivel qualquer, é
possivel arbitrar T, = S22. Deste modo, a relagdo seguinte
pode ser utilizada para o calculo de V' = [ 51 ] tal que
2

TEV =TV, =0

Ker(Ty) = Ker <[ So1 Soo | { M ]) (40)

My

Baseado nos resultados e comentario anteriores, o procedi-
mento bésico seguinte pode ser usado para calcular uma ma-
triz de realimentacdo de saidas que estabiliza fortemente o
sistema em malha fechada quando a condigéo (m+p) > g+d
¢ satisfeita. Este algoritmo pode ser visto como uma ex-
tensdo do algoritmo proposto em (Castelan et al., 2003)
para a estabilizacdo de sistemas normais e também gene-
raliza resultados anteriores propostos em (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002) para classes particulares
de sistemas descritores.
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Algoritmo 3

Passo 1
1.1) Utilizar os Passos 1 a 3 do Algoritmo 2 para encontrar
as matrizes Jia € Jao.
1.2) Resolver a LM I de ordem reduzida (37) para encontrar
S12 € Soo = Sé2 > 0.
!

1.3) Calcular Ty = [ S11 Si2 | [ My } . Sejam as ma-

M}
. —J3
trizes A = J;, B = [-J20], C = T eD =
—41
—Jy 0 x L
0 0 . Se (A, B,C, D) ndo tem zeros invariantes, en-

tdo ir ao Passo 3; caso contrério, repetir o Passo 1 usando
uma nova decomposicéo de C.

Passo 2
2.1) Calcular V = [ “;1 ] que verifigue TEV =TV, =0
2

e posto(CV) = p.
2.2) Resolver a equagdo (21), sob as restricoes (22) e (23), e
encontrar as matrizes P, Y, P e Wr.

Passo 3 A matriz de realimentacdo de saidas verifica:
KCP=Y «— KCVP =Wn, se V'V =1,

Esta secédo sera finalizada com algumas observac6es relati-
vas ao algoritmo anterior. Estas observacdes complementam
0s comentarios e observagdes ja realizados em relacdo aos
Algoritmos 1 e 2 (veja também (Castelan et al., 2003)).

Observacdo 5 O teste de existéncia de zeros invariantes re-
alizado no final do Passo 1 tem por objetivo evitar a parada
do algoritmo nos casos raros em que uma solucdo particular
torne o Passo 2 ndo viavel. Entdo, de maneira similar & es-
tratégia utilizada no Algoritmo 1, a definicdo de uma nova
decomposicdo de C objetiva encontrar uma nova solugio
(Sa1,.S22) que viabilize o Passo 2. Além disso, a definicéo
de A, B, C e D permite utilizar neste teste as rotinas existen-
tes para o célculo de zeros invariantes de sistemas normais.

Observacdo 6 No Passo 2, apds o calculo de V' =
[V W ]/, objetiva-se resolver as condicdes (21), (22)
e (23), Como V, € R(~9*r pode ser escolhida livre-
mente, pode-se adotar a seguinte estratégia para garantir que
posto(CV = C1 V4 + CaVa) = p, 0 que garante o célculo de
K a partir das relages no Passo 3:

e se posto(C1V1) = p, entdo considera-se Vo = 0;

e se posto(C1V1) < p, entdo V, # 0 deve garantir que o
posto(CV') seja completo.

Observacdo 7 No presente artigo, a estabilidade assintdtica
&, conjuntamente com a regularidade e a auséncia de modos
impulsivos, um dos requerimentos para o sistema em malha-
fechada. Cabe salientar que os passos do algoritmo acima
podem ser adaptados para obter posicionamento de pélos em
regides do tipo LMI e, em particular, para tratar o problema
de estabilizacdo forte de sistemas descritores em tempo dis-
creto. Para tanto, deve-se substituir as condicGes de estabili-
dade expressas por (19) e (20), pelas condi¢des propostas em,
por exemplo,(Chilali and Gahinet, 1996) para caracterizar o
posicionamento regional dos autovalores de Hy e Hr (veja
também (Castelan et al., 2002; Castelan and da Silva, 2005)).

Observacéo 8 Pacotes computacionais apropriados para a
resolucdo numérica de LMIS/LMEs podem ser utilizados
para encontrar solugdes factiveis para as relagdes de tipo
Lyapunov envolvidas nos dois passos do algoritmo (Boyd
etal., 1994).

6 EXEMPLO

Considere o sistema descritor representado pelas matrizes
(Chu et al., 1999):

0.00 0.00 —0.82 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

E =] 000 0.00 0.00 0.00 0.00

1.72 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 1.00

0.00 0.00 1.23 0.00 0.00

1.10 0.00 0.00 0.00 0.00

A= 0.00 1.56 0.00 0.00 1.01

0.00 0.00 1.98 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.41 —-6.64 —2.34 -1 0
0.00 0.00 0.45 0 0
B = 0.00 0.00 0.00 | ,C" = 0 0
1.72 —1548  0.00 -1 1
7.00 0.00 -1.00 0 1

O par (E,A) é ndo-regular, com d = dim{Ker(E) N
Ker(A)} = 1. Os polos finitos sdo dados por: o(F, A) =
{0.0, —1.5}. Ossistema (C, E, A, B) é fortemente controla-
vel e fortemente detectavel, e m + p = 5 > ¢ + d. Pode-se
entdo aplicar o Algoritmo 3 como segue?.

As matrizes do sistema de ordem reduzida no Passo

J —0.5586

12

1.1 correspondem a: . — —1.0052
F22 —1.5000

2Utilizou-se o software SCILAB, desenvolvido no INRIA/Franga.
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Passo 2.2 a=0 a=2 a=4

P 11653.916 —2175.534 778624.240 —47603.884 5243.466 2874.604
—2175.534  13690.257 —47603.884  771411.610 2874.6048 16237.186

0.8174 —0.2826 0.8453 —0.5934 1.5118 —1.3365

K —0.3254 0.0654 —0.3133 —0.0693 —0.0240 —0.3919

2.4444 0.0000 2.4444 0.0000 2.4444 0.0000

o(E,A+ BKC) {—3.8993, —1.6629 + 1.3894:} {—3.8993, —2.7098 + 1.7896 } {—3.8993, —4.3425 1+ 2.1982:}
—_— —,, —_— — —_— —
Passol Passo2 Passol Passo2 Passol Passo2

Tabela 1: Diferentes solugfes usando posicionamento regional de pélos no Passo 2.2

Uma solucdo para o Passo 1.2 é: [ Soy Soo } =
[ 0.6213 0.3455 © 0.2894 } a qual resulta no
M

passo 1.3 em: Ty = [ Soi S | { M’} =
2

[ —0.6038 0.3753 0.2894 |. Esta solugdo torna
viavel o Passo 2, pois ndo implica na existéncia de zeros
invariantes. Determina-se, entéo:

-

A tabela 1 mostra, em particular, diferentes solucBes obti-
das a partir do Passo 2.2. Buscou-se, neste passo, solugdes
factiveis para (21), sob as restrigdes (22) e (23), que posici-
onam os dois polos finitos associados com partes reais tais
que Re(\;) < —a, paraa = 0,2e4. Para a obtengdo
deste tipo de posicionamento regional de polos, basta subs-
tituir A por (A + aF) em (21). Note que as trés matrizes
de realimentacdo de saidas obtidas sdo tais que o autovalor
—3.8993, correspondente ao Passo 1, faz parte do conjunto
de pélos finitos do sistema em malha fechada. Como o nu-
mero de pdlos finitos é igual a 3, as trés solugdes propostas
estabilizam fortemente o sistema em malha-fechada.

—0.1032

09204 0 01
0.8662

0.3770
—-0.1032 0 O

0.4889

7 CONCLUSAO

Considerou-se o problema de célculo de uma matriz de re-
alimentacdo de saidas que estabiliza fortemente um sistema
descritor. Condic8es necessarias e suficientes para a solugdo
do problema foram obtidas sob a forma de equacfes aco-
pladas de Sylvester e de equacdes acopladas de Lyapunov.
Além disso, mostrou-se que 0s subespacos fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes tém um papel fundamental na esta-
bilizagdo usando realimentacéo de saidas em sistemas des-
critores.

Foram apresentados algoritmos para o calculo da matriz de
realimentacdo de saidas, baseados em técnicas de posicio-
namento de autoestrutura ou em técnicas para a solugdo de
LMI/LMEs. Estes algoritmos podem ser aplicados a siste-
mas descritores que satisfazem a condi¢do (m + p) > ¢ +d,
a qual pode ser considerada como uma generalizacdo da con-
dicdo de Kimura. E importante observar que os algoritmos
propostos também podem ser utilizados para a estabilizagdo
forte de sistemas para 0s quais esta condicdo nédo é satisfeita,
utilizando-se compensadores dinamicos classicos de ordem
ne > g+ d— (m — p). Cabe também salientar a flexi-
bilidade oferecida pela abordagem baseada nas equacdes de
tipo Lyapunov, a qual pode ser adaptada para considerar ou-
tros requisitos e, particularmente, para a obtencéo de posi-
cionamento regional de polos. Desta forma, os resultados
apresentados generalizaram resultados obtidos anteriormente
para o caso de sistemas normais (Castelan et al., 2003) e para
classes particulares de sistemas descritores (Llanos Villarreal
et al., 2000; Castelan et al., 2002)

Entretanto, a aplicacdo da abordagem apresentada na solu-
cdo de outros problemas de controle de sistemas descritores
por realimentacéo estatica de saidas constitui-se num campo
de possivel investigacdo, no qual pode-se destacar: i) a con-
sideracdo de requisitos de desempenho e de robustez; ii) o
uso das tranformagdes de coordenadas do Algoritmo 2 para
a realizacdo de posicionamento arbitrario de polos em siste-
mas que satisfacam a condi¢do m.p > ¢, como extensdo da
abordagem parameétrica proposta em (Alexandridis and Pa-
raskevopoulos, 1996); e iii) a generalizacdo dos conceitos e
resultados apresentados para o caso de sistemas descritores
retangulares, i.e.. £ € R™*™, com m # n (Ishihara and
Terra, 2001; Hou, 2004).
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