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Sufficient linear matrix inequality conditions are givern fo functional.

robust stability analysis of linear uncertain neutral eys,
where it is assumed that the vector of states has tim
varying delays. All system matrices are supposed to be ti
invariant, uncertain but belonging to a polytope with know!
vertices. The robust stability of the uncertain neutratesys
is assured by means of a parameter dependent Lyapun
Krasovskii functional. Additionally, it is shown how robus
stability conditions for uncertain continuous-time sysge
with and without state delays can be recovered from t
conditions proposed in the paper. Numerical exampl
illustrate the obtained results.

RESUMO

rl'Jondi(;(")es suficientes na forma de desigualdades matriciais
lineares sdo dadas para a analise de estabilidade robusta de
Qstemas lineares incertos do tipo neutral, nos quais assum
se que o vetor de estados possui atrasos variantes no tempo.
Todas as matrizes do sistema s&o supostas invariantes no
%mpo, incertas porém pertencentes a um politopo cujos
Sfertices sdo conhecidos. A estabilidade robusta do sistema
incerto neutral é assegurada por meio de um funcional de

Artigo submetido em 14/04/2005 Lyapunov-Krasovskii d(_ep~endente de param(_atro. Além disso,
1a. Revisdo em 22/05/2006 mostra-se como condi¢cdes para a estabilidade robusta de
2a. Revisdo em 04/07/2007 sistemas incertos continuos no tempo com e sem atraso
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propostas no trabalho. Exemplos numéricos ilustram d&uivalent Circuij, utilizados na modelagem de sistemas

resultados obtidos. eletrdnicos complexos (veja por exemplo Cullum et al.
- ) (2000) e Yue e Han (2004)), circuitos que operam em

PALAVRAS-CHAVE : Estabilidade robusta, sistemas neutraisyita  freqiiéncia, problemas de propagacdo de ondas

atrasos variantes no tempo, funcional de Lyapunoetromagnéticas tridimensionais em circuitos, e alguns

Krasovskii dependente de parametro. processos dinamicos que ocorrem em tubulacées de vapor
ou fluido, sdo exemplos de sistemas fisicos que podem ser
1 |NTRODUQAO modelados através de equagfes diferenciais hiperbdlicas

com condi¢des iniciais adequadas e derivadas como
A classe dos sistemas lineares com atraso nos estadosdicdes de contorno. Detalhes sobre esses (e outros)
tem sido um importante objeto de estudo nos Ultimosistemas neutrais podem ser encontrados em Hale e Lunel
anos. O interesse nessa classe de sistemas é justific@t@93), Niculescu (2001), Cullum et al. (2000) e Bellen et al
principalmente pelos efeitos negativos que os atras¢E999), Kolmanovskii e Myshkis (1998).

exercem sobre a estabilidade dos sistemas. Além disso, ) )
pode-se dizer que a presenca de atrasos em sistemas reggtre diversos trabalhos tratando dessa classe de sistema

é uma caracteristica freqiiente. Veja, por exemplo, Gu et fode-se citar Niculescu (2001) em que sdo formuladas
(2003), Gu e Niculescu (2003), Richard (2003), NiculesctAnto condi¢cBes dependentes do atraso quanto cor_1d|96es
(2001), Mahmoud (2000), Kolmanovskii e Richard (1999)!’ndependentes do atraso para  sistemas conhecidos e
Dugard e Verriest (1997), Hale e Lunel (1993), Malekinvariantes no tempo. C_ondu;ﬁes dependentes do atraso
Zavarei e Jamshidi (1987) e referéncias internas para Ugmbeém séo dadas em Bin et al. (2003) para esse mesmo
apanhado de exemplos, técnicas de analise e de sintBB@ de sistema (conhecido e invariante no tempo). Sistemas
de controladores para sistemas com atraso. A presery@iantes no tempo e com atrasos também variantes no
de incertezas nos parametros do sistemas torna a tarkHPO S@0 tratados em Verriest (1999) através de condi¢des
de assegurar a estabilidade robusta ainda mais compleiglependentes do atraso, formuladas em termos de equaces
Assim, uma das principais abordagens utilizadaspara@jg€bricas de Riccati. Incertezas do tipo limitada em
analise de estabilidade desse tipo de sistema &, sem duvi#ma sdo consideradas em Xu et al. (2003) para sistemas
0 uso de funcionais de Lyapunov-Krasovskii (Kolmanovskiinvariantes no tempo e atraso fixo. Bliman (2002) propde
et al., 1999), (Skorodinskii, 1990), aliada a um esforggond@ﬁes_ suficientes md_ependentes do atraso, que tendem
significativo para a caracterizagdo da estabilidade rafpest & necessidade na medida em que a complexidade das
meio de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do ingldg€dquagoes matriciais € aumentada, s@o propostas. No
Linear Matrix Inequalities. sistema neutral

Existem dois tipos de condicdes para a andlise de () —Ex(t—7)= A()z(t) + Ap(a)z(t — h)
estabilidade para a classe de sistemas lineares com atfgs@stigado em Bliman (2002), assume-se a mafiiz

nos estados: as que sdo dependentes do atraso e as qU?J%Qsamente conhecida, os atraspse h iguais e
independentes do atraso. No primeiro caso as condicQgSariantes no tempo e as matrizes dinamicésy) e
visam garantir a estabilidade de um sistema com atraso N@%(a) pertencentes a um politopo de vértices conhecidos.
estados para todo valor do atrasee [0, 7], e 7 denota 0 yma abordagem que utiliza a teoria de sistemas descritores
maximo valor assumido por. As condi¢des independentesio; introduzida em Fridman (2001). Esse trabalho ndo
do atraso sdo capazes de garantir (quando satisfeitasyhsidera incertezas no modelo nem parametros variantes no
estabilidade de sistemas com atraso para qualquer vajgmpo. Outros resultados relevantes incluem Park (2003),
(positivo) der. Como, em geral, as condi¢des dependentgso e He (2004), Chen (2003), Park et al. (2004), Chen
do atraso sdo apenas suficientes, nem sempre é poss(ggb4), Fu (2004), Park e Won (2000), Park (2001), Han
utilizar condi¢Bes dependentes do atraso para caracteri@ooz), Han (2004), l&nescu et al. (2003). No entanto,
adequadamente a estabilidade de um sistema que seja estgVR{aior parte desses trabalhos considera apenas atrasos
independentemente do atraso. invariantes no tempo e, via de regra, assume que 0 mesmo
. A . atraso afeta o estado e sua derivada, istohé= 7.

A classe de sistemas cuja dinamica depende da deriv mbora na maioria dos sistemas modelados por equagfes
dos estados passados é descrita por equacgdes diferenciais

) L . o 3 ~ Neltrais os atrasds e 7 sejam considerados idénticos, em
hiperbdlicas cuja formalizacdo contém as equacde

. . L . a?guns livros aparecem modelos com atrasos distintos que
diferenciais ordinarias normalmente utilizadas no caotex ropiciam uma descricio mais abrangente (Kolmanovskii e
da teoria de controle (Hale e Lunel, 1993). Linhas d

transmissao (veja Bellen et al. (1999)), modelos equitaten yshkis, 1998), (Kolmanovskii e Myshkis, 1992). Neste

- g . trabalho, optou-se por mantere  possivelmente distintos,
com elementos parciais (PEEC, do ingRertial Element b Pe ~ te TP !
descrevendo uma situacdo mais geral que contém o caso
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h = 7. Em geral, a estabilidade quadréatica é utilizadaeste trabalho contém outros resultados da literaturs, tai
na maior parte dos resultados citados anteriormente. NMomo a estabilidade robusta de sistemas lineares incertos
contexto de sistemas com atraso sem o termo neutral (ilieres de atrasos e a estabilidade robusta de sistemasgascer
E = 0), é importante citar Zhang et al. (2001) em qu&om atrasos, como casos especiais. Exemplos numéricos
€ demonstrada, através do uso do lema do ganho pequdénstram a efetividade dos resultados.

com matrizes constantes de escalonamento, a equivaléncia

de varias condi¢cdes formuladas através de funcionais ge

-1 Notagao
Lyapunov-Krasovskii e a analise de estabilidade robusta de ¢

um sistema de comparagéo livre de atrasos. N&o s&o, R@ste texto, M’ indica a transposta d&/, M < 0 (< 0)
entanto, admitidas incertezas no sistema original e o@tragignifica quelM é simétrica (semi-) definida negatival é

€ assumido constante. Em Kao e Rantzer (2003) € tratadggydo para denotar o nimero de vértices de um polit@po.
estabilidade de sistemas lineares com matrizes conhe®idas o conjunto dos niimeros redi, o conjunto dos nimeros
atrasos variantes no tempo. Nesse Ultimo, € utilizada urpgajs positivosR” o espaco dos vetores comelementos
formulagdo baseada em restrices de integrais quadratigagis er"*" é 0 espaco das matrizes de dimensdes com
(IQCs, do inglédntegral Quadratic Constraings Note ainda - entradas reaisl,, denota a matriz identidade de dimensoes

que, conforme argumentado em Kao e Rantzer (2003), Ro. 1, e0 ¢ utilizado para denotar a matriz nula de dimensdes
contexto de sistemas com atra#o 0), quando 0 atraso € gpropriadas. ¢, = C([—7,0], R") denota o espaco de

variante no tempo a obtenc&o de condicdes para a analisegifhach das funcdes vetoriais continuas mapeando o irderval
estabilidade torna-se mais elaborada. [—7,0] emR"™ com topologia de convergéncia unifornt.

A abordagem da estabilidade quadratica (Barmish, 1985)EJO conjunto definido com@; = {¢ Esce;n;dg\gb(')'jravr;ovrria

freqlientemente utilizada para tratar a presenca de inestte O?' em quef ¢ [|= _nggo Fo() |

porém apresentando muitas vezes um elevado grau Zieje (-). O simbolox representa os blocos simétricos nas
conservadorismo. Assim, condicdes menos conservado(adls.

tém sido obtidas através do uso de fungBes de Lyapunov

dependentes de parametro no contexto da estabilidage

robusta de sistemas lineares incertos (de Oliveira et ar, PRELIMINARES

1999), (Leite e Peres, 2003), (Peaucelle et al., 2000), BBamchsidere a seguinte classe de sistemas incertos neutrais
e Peres, 2001), (Ramos e Peres, 2002), (Leite et al., 2004).
o

Neste trabalho, funcionais dependentes de parametro sio  g; (@) = A(@)z(t) + An(e)z(t —h(t)) (1)
utilizados para o estudo da analise de estabilidade rotasta .

sistemas neutrais incertos com atrasos variantes no tempo. A(zr) = a(t) — E(a)z(t — 7(1)) (2)
Séo desenvolvidas condigdes do tipo independente do atrasen condicées iniciais

para sistemas incertos. O principal objetivo aqui é obter

condicBes convexas no formato de LMIs para o estudo da Z(to +&) = ¢(£), V€ € [, 0], (to,¢) € RT x ! (3)
estabilidade robusta de sistemas incertos do tipo neotral, A

seja, para a classe de sistemas cuja dinémicpa depende da ¢ =max{h(t),7(t))}, h(t) 2 0, 7(t) 2 0, ¥ (4)
derivada dos estados passados. Diferentemente da mai@faquer(t) € R" € o vetor de estadosigt) € R, er(t) €

dos trabalhos que tratam desse assunto, valores distiatosRy S&0 atrasos variantes no tempo. As matrizes invariantes
atraso de tempo s&o considerados nos estados atrasadf® éempo E(«a), A(a) e Ax(a) ndo sdo precisamente
em suas derivadas. Além disso, nenhuma transformacg@nhecidas, mas pertencem a um dominio politopiamm

de modelo, que normalmente introduz novas dinamicas Nértices conhecidoB);, A;, Ay; — ou(E, A, A;); — dado
modelo construido, conforme discutido em Gu e Niculesd@or

(2001), (Niculescu, 2001) é utilizada e todas as matrizes

de sistema podem ser afetadas por incertezas do tipo” = {(E, 4, Ap)(a) € R

politépica com vértices conhecidos. Condi¢des suficientes N

na forma de LMIs sdo propostas para a existéncia de um (E,A Ap)(a) = Zaj(E,A,Ah)j ;

funcional de Lyapunov-Krasovskiidependente de parametro j=1

assegurando a estabilidade robusta do sistema neutrdbince N

independentemente dos valores dos atrasos variantes no Zaj =1;a; >0} (5)
tempo. Embora apresentadas para o caso de atrasos simples, j=1

as,cc.)nd|(;oes pode[n ser facilmente estend|da§ parao Cas$>d(r3tanto, qualquer tripla(E, A4, 4,)(a) em P pode
multiplos atrasos. E mostrado que a formulagéo apresentada : o "
Ser escrita como uma combinagdo convexa dos vértices
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(E, A, Ay); do politopo de incertezas, em termos de Para isso, algumas variaveis matriciais séo escolhidas com
aj >0, Z;,V:l aj =1. independentes do parametro

Neste trabalho as seguintes definicdes sdo adotadas: O lema seguinte, oriundo da teoria de estabilidade de
Lyapunov, € usado para a obtencdo dos resultados deste
Definicdo 1 E chamado sistema linear incerto neutral tod&rabalho. Para detalhes, veja, por exemplo, (Niculescu,
aquele que pode ser modelado conforme (1), &fm) # 0  2001), (Gu et al., 2003), (Hale, 1977), (Hale e Lunel, 1993).
para todax admissivel.
Lema 1 O sistema linear incerto neutral (1)-(5) é
Defini¢do 2 E chamado sistema linear incerto com atrastobustamente estavel independentemente dos valores
todo aquele que pode ser modelado conforme (1), coflos atrasos variantes no temp@t) e 7(t) se existirem
E(a) = 0 para todor admissivel e4,, (o) # 0 para algum matrizes simétricas definidas positivd¥a) € R™*",
a. S1(a) € R™*™ e Sy () € R™*™ tais que

Neste trabalho, o operadd(-), definido em (2), é suposto V(a,z(t), h(t), 7(t)) = Vi(e, A(zr))
uniformemente estavel (Gu et al., 2003). No caso em que + Va(a,z(t), h(t)) + Va(a,z(t),7(t)) >0 (6)
7(t) é invariante no tempo, isto é(t) = 7, entdoA(-) é

uniformemente estavel se em que

p(E(a)) < 1, Vo admissivel. Vi, A(zr)) £ Az,) Ple)A(z,) )

Essa condicéo é conhecida na literatura como a estabilidade Va(a, (1), h(1)) 2 / 2(0)'S1(a)z(0)do  (8)
Schur-Cohn de&(a) (Vieira e Kailath, 1977), (Niculescu, +
2001). ¢

Entretanto, no caso mais geral em gte) é variante no

tempo, as condi¢cbes que asseguram a estabilidade uniforrré(?a todox(#) # 0
de A(-) ndo sdo bem estabelecidas na literatura. Para m&ie X '

detalhes no caso de sistemas com atrasos variantes no tempo, 2(t)
ja El'sgol'ts (1966)
vejaE : X(t) = | @t —h(t)) (10)
O problema a ser investigado é: ot —7(t)
e

Problema 1 Determine, se possivel, condi¢des que 0 v

— t), h(t), T(t 0 11
assegurem a estabilidade robusta para o sistema linear ot (o 2(2), A1), 7(¢)) < (11)

incerto neutral (1)-(5) independentemente dos valores dos
atrasos variantes no temp@t) e 7(t).

Prova: As condi¢cbes (6) e (11) sdo suficientes para a
Condicbes suficientes para resolver o Problema 1 s#&stabilidade assintotica do sistema linear incerto nefifya
dadas em termos de LMIs. Para isso, um funcional d®), com o operadoA(-) uniformemente estavel, conforme
Lyapunov-Krasovskii dependente de parametro é usadwvostrado, por exemplo, em Niculescu (2001). L]
proporcionando condi¢cfes convexas do tipo “independente L . .
do atraso” que s&o menos conservadoras que outras simildo4e due a condicdo suficiente do Lema 1 para a estabilidade
obtidas através da abordagem de estabilidade quadrétiza, pssintotica robusta exclui o chamado caso critico de sastem

é, utilizando matrizes de Lyapunov-Krasovskii constaetesN€Utrais (cadeia de raizes tendendo ao eixo imaginario).
independentes de parametro O Lema 1 pode ser visto como uma aplicagcdo do

chamado Teorema de Lyapunov-Krasovskii (Gu et al., 2003,
Theorem 3.1) ao caso de sistemas neutrais com incerteza
3 ESTABILIDADE ROBUSTA politopica. Estratégia semelhante foi apresentada emaBlim
INDEPENDENTE DO ATRASO (2002) para tratar sistemas neutrais com mdiiiz) = E

o ) o ) precisamente conhecida e atrasos iguais invariantes mpmtem
Inicialmente, uma LMI de dimens&o infinita emé dada ; — 5, fazendo apelo a resultados de (Hale, 1977).

como solucdo do Problema 1. A partir dessa condicéo,
uma outra é proposta, suficiente para que a primeira séjma observagdo importante a respeito do Lema 1 é que
verificada, desta vez definida em um namero finito de LMI®sse lema ndo proporciona um método para a obtencéo das
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matrizesP(«), Si(a) e Sa(«). Note ainda que a equag&oAvaliando a derivada temporal dé(-), com A(x,) dado

(11) é dada por em (2), obtém-sg(t)'©(«, t)x(t), comx(t) dado em (10) e
ﬁ a,xz(t), h(t), 7(t O(a, 1)
6tv( ;) ®), /( )7(®) / ' A(a)'P(a) + P(o)A(a) P(a)An ()
= A(z;) P(a)A(z,) + Az,) Pla)A(z,) +51 () + S2(c)
— (1= h()a(t = h(t)) Sy(@)a(t - h(t)) - ~Pidile)
= (L =7()x(t = 7(t)) S2(a)a(t — 7(t))
+a(t) (S1(a) + Sa(a))z(t) <0 (12)

—An(@)' P(e)E(a)

em que nenhum majorante sobre as taxas de variacdo dos —B:5:(a)

atrasos €& imposto. Deste ponto em diante, os seguintceosmﬁ_ 2 (1 i), B+ £ (1 — #(1)). Usando (13)-(14) e
limites sdo assumidos para as taxas de variacao dos atra;? ) éhpossfvel obte’r 4

como forma de obter condi¢des suficientes para a verificacao

do Lema 1 e, portanto, fornecer uma solucdo para o O(a,t) < O(a) <0
Problema 1. Assim, suponha que

—A(a) P(a)E(a) ]
<0

assegurando, portanto, as condi¢cées do Lema 1. O fato de
|h(t)| <h<l1 (13) queii) = i) pode ser obtido através da transformagéo de
congruénci®(a) = U'Z(a)Ud em que

[7(t)| <7 <1 (14)
Ala) Ap(a) 0
e defina os seguintes escalares U= I 0 —E(a)
- I35
B2 (1-h); B2 (1-7) (15) ’

e, finalmenteii) < i) pode ser provado utilizando o Lema de
Com essas definicbes € possivel estabelecer os principgissler (de Oliveira e Skelton, 2001). De fato, escolhendo
resultados deste trabalho. .

Azr)
Teorema 1 As condi¢des equivalentes seguintes garantem a A(zr)
estabilidade robusta independentemente dos atrasostegria w= x(t)
no tempo do sistema linear incerto neutral (1)-(5), sueito z(t — h(t))

a (13)-(14), e sao suficientes para a verificacdo do Lema 1, z(t —7(t)
assegurando portanto, uma solucéo para o Problema 1l: e

i) Existem matrizes simétricas definidas positivagy) € . 0 Pla
Rnxn, S’l(a) c Rnxn, SQ(O{) c R™X" tais que Q(Oé) = dlag{ |: P(CY) (0 ) :| ) Sl(a) + SQ(Q)v
Afe) P(a) + P@)A(@)  p oy g (o) —(L=h(®)Si(a), —(1—7(1))Sa(c) }
O(a) 2 +51(a) + 52(a) tem-se que que (12) e (1) podem ser escritas,
* ~Prdi(a) respectivamente, come’Q(a)w < 0 e B(a)w = 0,
* * com
—A(a)'P()E(a) l, 0 —A(@) —Apa) O
—Ap(a)P(a)E(a) | <0; Ya (16) Bla)=| 2 - h
h—ﬁ;Sg(a) [ 0 I, In 0 E(a) }

Neste caso, o lema de Finsler assegura que essas condi¢cdes

. . . C - o sdo equivalentes a solugéo de
i) Existem matrizes simétricas definidas positivdg) < g ¢

R™" Si(a) € R™", Sy(a) € R"*™ e matrizes Q(a) + X(a)B(a) + B(a) X(a) <0
Fl(Oé), FQ(CY), Gl(a), Gg(a), Hl(a), HQ(CY), Ml(a),
Ms(a), Ni(a) e No() pertencentes B> tais que (17) €Om

L 2N o Fi(a)  Fy(a)
¢ verificada para todae admissivel.

p Gi(a) Ga(a)

. : . X(a) = | Hi(a) Ha(a)

Prova: O fato de quei) é uma condi¢do suficiente Mi(a) Msy(a)

para resolver o Problema 1 vem diretamente do Lema 1. Ni(a) Na(a)
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Fi(a) + Fi(a)" P(a)+ Fy(a) + Gi(e) Hi(a) — (Fi(a)A(a) + Fa(@))
* Ga(a) + Ga(a) Hy(a)' — (Gi(a)A(a) + Gz(a))
Z(a) £ N . Si(@) + Sz(a) — (Hi(@)A(a)
+A(a) Hy () + Ha(a) + Ha()')
* * *
L * * *
My(a)’ — Fi(a)Ap(e) Ni(@)' + Fp(a) E(a) |
Ms(a) — Gi(a)Ap(a) No(a)' + Ga(a)E(a)
_(Hl (O‘)Ah(a) / / ’
+A(a)/]\/[1(a)/ + My(a /) HQ(O‘)E(O‘) - (A(a) Nl(a) + NQ(O‘) ) <0 (17)
—06;51(a) — M;(« «
G E) A ay () Be) - Ana) M
* —B37S2(a) + Na(a) E(a) + E(a)' Na(a)" |
| Hl (Of) = Hl!
A condicao seguinte é convexa nas variaveis de otimizacdo e Hy(«) = Ho,
de dimensao infinita em.
M1 (Oé) = Ml,
As condicBes apresentadas no Teorema 1 sdo convexas nas
variaveis de decisdo porém de dimensédo infinita @m Ms(ar) = Mo,
Além disso, ndo dependem dos valoresr¢ie e h(t), mas
. , . . Ny (Oé) =N;e
apenas de suas taxas de variacdo maximas, respectivamente
7 e h. O Teorema 1 poderia ser usado para verificar a Ny(@) = No.

estabilidade robusta de um sistema neutral pertencente a

qualquer dominio de incertezas parametrizado nao .
- L Note que estruturas mais complexas (por exemplo, com
preco de ser necessario testar todos os possiveis valores de” 7~ T A . .
P : ependéncia afim no parametid poderiam ser escolhidas

« do dominio correspondente. Um teste numericamente . ~ L
eficiente, definido por um numero finito de LMIs quepar_a as matrlzes_ extras que compoem olmult|pI|.caif[cfzr)

! e S Gobtldo pela aplicacdo do Lema de Finsler, implicando
garante as condi¢Bes do Lema 1, pode ser obtido impondo-

se a seguinte estrutura as matrizes simétreas), 51 (a), na AeX|stenC|a de produtos de matrlz_es depenijenteSNde
Sy () pardmetros em (17). O produto de matrizes que sdo funcdes

do parametroa poderia ser tratado utilizando a técnica
apresentada em Ramos e Peres (2001), Ramos e Peres
N N (2002), Leite e Peres (2003) e em Leite et al. (2004). Veja por
P(a) = Z a;Pj; Si(a) = Z a;S1;; exemplo (Peres et al., 2003) para a aplicacdo dessa téenica n
j=1 j=1 contexto de sistemas incertos continuos no tempo com atraso
N N nos estadosH = 0), isto é, para os dois blocos do canto
So(a) = Z%‘Szj? Z aj=1,0;>0 (18) ;S:If]zg;)r esquerdo de (16) coy = 1 (atraso invariante no
j=1 j=1 '

. ) Neste trabalho, optou-se pela escolha mais simples (@atriz
e escolhendo as matrizes extras de forma independente g, fixas) que fornece resultados melhores do que
parametray, isto e os obtidos com a estabilidade quadratica a um custo
computacional relativamente baixo e, além disso, permite

Fi(a) = F, recuperar condicdes existentes na literatura como casos
particulares da condicdo mais geral aqui proposta por

Fy(a) = Fs, meio de transformagdes de congruéncia, como mostrado na
proxima secao.

Gl (a) = Gl,

G2 (a) = Gg,
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Teorema 2 Se existirem matrizes simétricas definidas
positivasP; € R"*", Sy; € R™™ ", Sy; € R™", j =

< 0,

1,...,N e matrizesF, F», G1, Go, H1, Ha, My, M5, N € [ R+ F P+FR+G, H —(FAj+F)
N, pertencentes B =" tais que * Go + G, Hj — (G1Aj + Go)
N N S1+ .5 — (HlAj
—I—A;H{ + Hy + HY)
Ej £ * * *
_F1+F]f PJ+F2+G/1 Hi—(FlAJ—FFQ) L * * *
* Gy + G/Q Hé — (GlAj + GQ) M{ _ FlAhj N{ + FgEj
N N S1j + Soj — (H14; M; — G1Ap; N3+ G2E;
+A;-H{ + Hy + H)) —(Hy Ay, H»E;
* * * +AM] + M3) —(A}N{ + N3) <o
* * * —B; 51 — M1 Ap;
1 143hy A N
M — F1 Apj N{ + F2E; — A}, M} MyE; — A} Ny
MQ/ — GlAhj NQ/ + GQEj % _6?S2
—(H 1 Ap; HyE; +N2E; + E[Nj |
+ AL M| + M}) —(ALN{ + N3) j=1,...,N (20)

—B3S15 — My Ap;

—AL M MaEj — A} ;Ni
J

entdo, as condigbes do Lema 1 sdo verificadas Bow) =

P, S1(a) = Sy e Sa(a) = S, assegurando, portanto, uma
solucdo para o Problema 1. Neste caso o sistema incerto (1)-
(5) é dito “quadraticamente estavel”.

—B7S52;
Ny + EING |

j=1,...,N (19)

*

Note que a condi¢cdd) do Teorema 1 ndo pode ser
entdo, as condicdes do Lema 1 s3o verificadas £gny, diretamente transformada em uma condicdo de dimensao

S1(a) e S»(a) dadas por (18), assegurando, portanto, urf{)ita €ma- como f,eito com a condigéﬁ)} desse teorema.
solucéo para o Problema 1. O principal obstaculo neste caso € a ocorréncia do

produto triplo nos bloco$l, 3) e (2, 3) (e correspondentes

simétricos) de (16). Por essa razao, varias condigfes

convexas encontradas na literatura exigem que a matriz

E(«) seja precisamente conhecida, ist&’&y) = E, V «
Prova: Claramente,P(a), Si(a) e Si(e) dadas em (18) (Bliman, 2002). No caso dé&/(a) = E pode-se obter
comP, = P/ > 0, Sy; = Si; > 0, S = uma condi¢cdo de estabilidade quadratica para o sistema
Sy, > 0,j = 1,...,N sfo matrizes definidas positivas.neutral com matrizesi(a) e A, («) incertas e atrasos(t)
Multiplicando (19) por;, ar; > 0 ij o — 1esomando © 7(t) variantes no tempo e sujeitos a (13)-(14), conforme
emj = 1 N, (17) éj\’/erjifEacia J=1" apresentado no seguinte corolario.

E imediata a obtencdo de uma condicdo baseada Agoario 2 Se existirem matrizes simétricas definidas
estabilidade quadratica com variaveis extras a partir sitivasP € R"*", §; € R"*" e S, € R™*" tais que

Teorema 2. Esse resultado é apresentado no corolario que
segue.

A;P +PA;j+51+S52 PA; —A;—PE
* —5}351 —AthE < 0;
* * —B752

j=1,...,N (21)

Corolario 1 Se existirem matrizes simétricas definidagntdo, as condicdes do Lema 1 sé&o verificadas Bém) =
positivasP € R"*", §; € R"*", S, € R"*" e matrizes P, Si(a) =51 eS2(a) =S, garantindo que o sistema (1)-

F\, Fy, Gy, Go, Hy, Hy, My, M, Ny e N, pertencentes a (5), COME; = E, j = 1,..., N e atrasos sujeitos a (13) e
R™*™ tais que (14), é quadraticamente estavel.
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4 OUTRAS CONDI(;GES DE que é equivalente a

Alguns casos degenerados da equacao diferencial hipeabdli Vi(a, z(t)
dada em (1) sé@o de interesse tedrico e pratico. Esses casos

ESTABILIDADE ROBUSTA

) h(t)a T(t)) = V(O" x(t)a h(t))
— () P(a)a(t) + Val(e(0), (1) > 0 (27)

podem ser sumarizados pelas seguintes situacdes:

1.

2.

Matriz A, («) = 0,V «, implicando que o sistema (1) é Na terpelra situacao, em qLEL(O‘). Oe E(a.) 0, v &
) o funcional em estudo fica reduzido ao funcional padrédo de
descrito por
Lyapunov, sendo dado por

9 A(ws) = Ala)e(t) (22)

ot Ve, a(t), h(t), 7(t))
Matriz E(a) = 0,V «, 0 que faz o sistema (1) deixar de = Vi, z(t)) = 2(t) Pla)e(t) > 0 (28)
ser do tipo neutral, descrito por uma equacao diferencial
hiperbdlica, e recuperar o caso, mais conhecido, de UN® seqiiéncia sdo apresentadas essas condicdes, que podem
sistema incerto com atraso nos estados, dado por  ser obtidas como casos particulares dos teoremas 1 e 2. Neste
trabalho é focalizada a obtencdo de condigbes convexas de
i(t) = Ala)z(t) + An(@)z(t — h(t))  (23)  dimensao finita enx e por isso os corolarios apresentados a
seguir sdo determinados a partir das condicées do Teorema 2.
Nesse caso, 0 operadek(:) em (2) é simplesmente ym desenvolvimento analogo ao apresentado a seguir pode
A(zr) = x(t), pois, sem perda de generalidadeser feito a partir do Teorema 1, obtendo, neste caso,
assume-se(t) =0,V t. condicdes de dimensdo infinita em. E importante
salientar que, embora essas condi¢cdes possam ser obtidas

. As matrizesE(a) e Ay(a) sdo ambas nulasy «, 5 nartir dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii (25)-(28),

recm:’perandcz[o caso cll_as&go df umSIZte(;nallnearmcegtgguindo passos semelhantes aos apresentados nas provas
continuo no tempo € livre de atrasos dado por dos teoremas 1 e 2, optou-se pela obtencdo dessas através
da aplicacao de transformac¢des de congruéncia em (19).
#(1) = A()a(t (24) 28PN ¢ . (19)

4.1 Caso Ap(a)=0

Nessas trés situacdes, condicfes de menor complexidade, em

relagdo as ja apresentadas neste trabalho, podem sersobtilaondigéo de estabilidade robusta independente do atraso
a partir das condicGes dos teoremas 1 e 2 para a andlisga este caso pode ser obtida de (19), fazefido= O,

de estabilidade robusta de (22)-(24). Esse fato decorje=1,..., N, e aplicando a transformac¢&o de congruéncia
de simplificacdes no funcional de Lyapunov-Krasovskii (6),

recuperando funcionais comumente empregados em cada

=.7! . N
uma dessas situagdes, conforme discutido a seguir. E bom TaZiTays J=1. N (29)
lembrar que em (22)-(24) as matrizes dinamicas pertencem
ao politopoP dado em (5). com=; dadoem (19) e
Note que para o caso em g4g («) = 0, V «, o funcional
(6)-(9) pode ser simplificado imponda (o) = O, resultando l, 0 0 0 O
em o, 0 0 O
T =
An 0 0 I, 00O
0O 0 0 0 I,

Via,x(t), h(t), (1)) = V(a,z(t), 7(t))

=Vi(a, A(zr)) + Vs(a, z(t), 7(t)) > 0 (25)
gue resulta no seguinte corolario.

e, No caso em que apernd@&y) = 0,V «, toma-seSzy (o) = 0
levando o funcional (6) a forma

Ve, z(t), h(t), 7(t))

Corolario 3 Se existirem matrizes simétricas definidas
positivasP; € R"*", Sp; € R"*", j =1,..., N e matrizes
= Vi(e, A(z7)) + Va(e, (1), h(t)) >0 (26)  p F, Gy, Go, Hi, Ha, Ny € N, pertencentes B"<" tais
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que 4.3 Caso E(a)=0e Ay(a) =0

F+F P+EB+G Finalmente, considere o sistema linear incerto dado em (1)
- & * Ga + Gy livre de atrasos. Portanto, o sistema continuo no tempo
=Ani = * * resultante é dado por
* *
H| — (Pl A, + ) N + F,E; #(t) = Al)z(t)
Hj — (G14; + G2) N3 + G2 E; Neste caso, a condicdo apresentada por Peaucelle et al.
Sz — (H14,; HyEj <0 (2000) para a estabilidade robusta de sistemas continuos no
+AGHY + Hy + H3) —(AjNT + N3) 7 tempo pode ser recuperada a partir de (19) impdafigo=
N N2Ej + EjNy Sy; =0,j=1,..., N e considerando, portanto, o funcional
—B752; dado em (28). Aplicando a transformacao de congruéncia

j=1,....,N (30) o ,
TEAh:‘jTEAh,; J = 1, ey N
entdo,P(a) e S2(«) dadas em (18) asseguram (25) e (11),
garantindo a estabilidade robusta de (22) eqm sujeitoa C€OMZ;, j=1,..., N, dadoem (19) e

14), independentemente do valor do atra§o.
(14) P 8 l, 0O O O O

Teav=1"0 1, 1, 0 0
4.2 Caso E(a)=0
0 seguinte corolario é obtido.
Neste caso a caracteristica “neutral” do sistema (1) égeerdi
passando este a ser descrito como em (23),/o@hsujeitoa Corolario 5 Se existirem matrizes simétricas definidas

(13). Fazend®;; = 0em (19) e aplicando a transformacgégositivasP; € R"*", j = 1,..., N, matrizesF € R"*"
de congruéncia eG € R"*™ tais que
e =7l . 5=
Ep;j =T8Ty j=1,...,N (31) - s —(FAj—l-A;-F/) Pj—l-F—A;-G o
comZ, dado em (19) e =B = * G+ ’
. 0 0 0 0 j=1....,N (33)

T, =10 I, I, 0 O

0o 6 0 L o entdo,P(«) dada em (18) assegura (28) e (11), garantindo

a estabilidade robusta do sistema livre de atrasos dado por
pode-se estabelecer o seguinte corolario. (24).

Corolario 4 Se existirem matrizes positivas definidase
R™™ e S;; € R**™, j =1,...,N, matrizesF" € R"*",
G € R™*™, M € R™ ™ tais que

No caso do Corolario 5 as relacbes entre as matfizess
em (33), as correspondentes em Peaucelle et al. (2080) (
Gp) e as matrizes extras de (19) sdo dadas por

F+F Pj-‘rGI—FAj _ _ . _ _
EEj £ * S1;, —GA; — A;-G’ G=0Gp (Gu+H); =T o
* * Observacdo 1E importante salientar que todos os
M’ — FAy; resultados apresentados aqui contém, como caso particular
—GAp; — AJM' <0, a estabilidade quadratica que utiliza matrizes constantes
—B551; — M Apj — A;le’ nos funcionais de Lyapunov-Krasovskii considerados.
Essas condicdes podem ser obtidas dos resultados

J=1en N (32) aqui apresentados impondo-9&(a) = P, = P,

entdo,P(«) e S;(«) dadas em (18) asseguram (27) e (11)S1(a) = S1; = S1 €S2(a) = So5 = S, j=1,...,N.

garantindo a estabilidade robusta de (23) ddit) sujeito a

(13), independentemente do valor do atragg. Observagdo 2A extensdo dos resultados apresentados
neste trabalho para o caso de mdltiplos atrasos € imediata.

No Corolario 4, as variaveis extraB, G e M estdo Nesse caso, utiliza-se uma matfiz(«),, para cada atraso

relacionadas as do Teorema 2 da seguinte forma: he(t), v =1,..., ’_f € uma matrizSy(a),, para cada atrasoN
T.(t), p = 1,..., . Para detalhes desse tipo de extens&o,
F=F; G=Gi+H;eM =DM veja (Niculescu, 2001).
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5 COMPLEXIDADE NUMERICA A — —0.7085 —0.0758 (35)
! —0.2511  —0.0269
A complexidade numérica associada as condi¢cdes LMI
apresentadas neste trabalho sdo dadas na Tabela 1. Essas Ay — { —0.3260  0.2616 } . (36)
LMIs podem ser resolvidas em tempo polinomial através de 0.2980  —0.2393 |’
algoritmos com complexidade numérica proporcionat 4,
sendok’ o numero de variaveis escalare€ @ numero de Ay = { —0.3957  0.3236 } (37)
linhsa das LMIs (Gahinet et al., 1995). 0.3513  —0.2874
Al [ —0.3543 —0.0379 ] (38)
Tabela 1: Numero de variaveis escalark3$ € nimero de h | —0.1256 —0.0135 |
linhas () em fungdo do nimero de estadeg € vértices _
(V) para as condi¢des de anélise de estabilidade estudadas. Apgy = —0.1630  0.1308 (39)
| 0.1490 —0.1196 |
L o L o e ]
Critério K (n® de variaveis) | £ (n de linhas) e 01978  0.1618 o)
3NN h3 =1 01756 —0.1437
Teorema 2 T(n +1) 4 10n? 8Nn - -
. N P . .
Corolario 1 3 n(n 1) 4 1002 8NN Usanqo 0s [esultados do Teqrema 2,, € possivel caracte,rlzar
2 a regiado(h, 7) na qual este sistema é robustamente estavel
L 3n independentemente dos valores dos atraég= 7(t), como
Corolario 2 7(71 +1) 3Nn mostrado na Figura 1, em que foi usada uma malha @e
Corolario 3| Nn(n + 1) + 8n? 6Nn nos eixosT e h. Salienta-se que esse S|sterpa nao p9de
ser caracterizado como quadraticatimente estavel, isis €,
- 9 condi¢des do Teorema 2 nédo séo factiveis quando é imposto
Corolario4| Nn(n+1)+3n 5Nn P;j=P,S51;=51€8;=25,j=1,...,N.
. N
Corloério 5 —n(n +1) +2n? 3Nn ) ) ) )
2 Exemplo 2 Considere o sistema linear incerto com atraso
nos estados, cuja equacao dindmica é dada em (23), com
A(a) e Ap(«) pertencentes ao politopo determinado pelos
Uma outra abordagem, menos conservadora, para obtengédicesV; = [A41, Api], Vo = [Aa, Ap] eV3 =

de condicdes convexas de dimensao finita suficientes park, Aps] em que

aquelas estabelecidas no Teorema 1 é utilizar as idéias
ja exploradas em Ramos e Peres (2001), Ramos e Pe

(2002), Leite e Peres (2003) e em Leite et al. (2004

permitindo que as variaveis extras presentes na cond)cao oo

desse teorema sejam também dependentes, de forma a
do parédmetron. E claro que, nesse caso, as condi¢Oe

obtidas serdo menos conservadoras que as condigdes °7}:

Teorema 2, porém com complexidade mais elevada. Cor
exemplo desse tipo de abordagem, no contexto de sisten

incertos continuos no tempo com atrasos (invariantes 1 °%:::
tempo) nos estados, veja (Leite et al., 2003) para condi¢t o} : ::

independentes do atraso com variaveis extras e (Peres et
2003) para condi¢cbes dependentes e independentes do at

(sem variaveis extras). 02fii

6 EXEMPLOS

06F- -

Exemplo 1 Considere o sistema linear incerto neutral coni
dois estados pertencente a um dominio politdpico defini
por trés vérticed; = (E, A, Ar);,j = 1,2,3, em que

Ey = —0.10ly; Ey = —0.15l5; Ez = —0.2015  (34) obtida através das condi¢es do Teorema 2.

Revista Controle & Automacao/Vol.18 no.4/Outubro, Novemb

1

ci—'qgura 1. Regiddh,7) na qual é verificada a estabilidade
robusta do sistema linear incerto neutral dado por (34)-(40
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