COMPENSADORES DINAMICOS PARA SISTEMAS DISCRETOS NO
TEMPO COM PARAMETROS VARIANTES E APLICACAO A UM
SISTEMA FUZZY TAKAGI-SUGENO

Michael Klug*
micklug@das.ufsc.br

Eugénio B. Castelan®
eugenio@das.ufsc.br

*Grupo de Controle de Sistemas Mecatrénicos - CSM
Depto. de Automagao e Sistemas - DAS
Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC
Florian6polis, 88040-900, SC, Brasil

ABSTRACT

Dynamic Compensators for Discrete-Time Sys-
tems with Varying Parameters and Application
to a Takagi-Sugeno Fuzzy System

In this article we consider the synthesis of dynamic
output feedback compensators for linear discrete-time
parameter-varying systems. By assuming that the time-
varying parameters can be measured or estimated in
real-time, two full-order compensators are considered:
one that is partially dependent on the parameters and
other that is totally dependent. Closed-loop stability
and time performance are verified via a parameter de-
pendent Lyapunov function. LMI conditions are given
for the synthesis of the controllers. To cope with practi-
cal applications, particularly in the case where the time-
varying linear model represents locally the dynamics of
a nonlinear plant, additional conditions are also con-
sidered to take into account the local validity of the
model. The proposed results are applied to a nonlinear
system that is locally represented by a Takagi-Sugeno
fuzzy model.
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RESUMO

Neste artigo, considera-se o problema de sintese de com-
pensadores dindmicos por realimentagao de saidas para
sistemas lineares, discretos no tempo, com parametros
variantes. Sob a hipdtese que os parametros variantes
podem ser medidos ou estimados em tempo-real, sao
consideradas duas estruturas de compensadores dindmi-
cos, com ordem igual a da planta: uma parcialmente
dependente e outra completamente dependente dos pa-
rametros. A estabilidade e o desempenho do sistema em
malha-fechada sao garantidos via a utilizagdo de uma
funcao de Lyapunov dependente de parametros e condi-
¢oes LMIs sao estabelecidas e utilizadas para a sintese
dos controladores. Um aspecto importante considerado,
e que objetiva a aplicagao préatica dos resultados, par-
ticularmente no controle de sistemas nao lineares, é a
validade do modelo LPV utilizado para representar lo-
calmente o sistema a controlar. Os resultados propostos
sao aplicados sobre um sistema nao linear representado
localmente por um modelo fuzzy de Takagi-Sugeno.

PALAVRAS-CHAVE: Compensadores dinamicos, Siste-
mas LPV, Controle dependente de parametros, Modelos
fuzzy Takagi-Sugeno, LMIs.
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1 INTRODUCAO

Sistemas lineares com parametros variantes (ou, siste-
mas LPV) tém recebido atencdo especial da comuni-
dade cientifica, particularmente na area de controle,
pois permitem, por exemplo, modelar ou aproximar o
comportamento dinamico de sistemas nao lineares en-
tre diferentes pontos de funcionamento ou numa dada
regiao do espaco de estados. Dentre as formas de re-
presentacao de sistemas LPV, a modelagem na forma
politépica tem sido largamente explorada na litera-
tura, com contribuigoes interessantes de véarios pes-
quisadores brasileiros com colaboradores, reportadas
em revistas e congressos nacionais (p.ex.: Oliveira et
al., 2002; Leite et al., 2004; Aradjo et al., 2010) e in-
ternacionais (p.ex.: Trofino and Souza, 2001; Geromel
and Colaneri, 2006; Montagner et al., 2005; Souza and
Trofino, 2005; Oliveira and Peres, 2008; Mozelli and Pa-
lhares, 2011); veja também a bibliografia mencionada
nestas referéncias.

Na representacao politépica, as matrizes do sistema per-
tencem a um politopo de matrizes, definido por seus
vértices e por um vetor de parametros dependente do
tempo e pertencente ao simplex unitdrio. Caso este ve-
tor de parametros possa ser medido ou seus elementos
possam ser estimados em tempo real, pode-se buscar o
atendimento das especificacoes desejadas para o sistema
em malha fechada via a utilizagdo de uma lei de con-
trole dependente dos parametros. Para a sintese dessas
leis de controle variantes no tempo, técnicas baseadas
na utilizacao de Funcgoes de Lyapunov Dependentes de
Parametros e em formulacoes via Desigualdades Matri-
ciais Lineares tém sido exploradas na busca de solugoes
menos conservadoras para os diversos problemas rela-
cionados. Do ponto de vista pratico, diversas aplicagoes
tém sido reportadas na literatura e, em particular, a uti-
lizagao da modelagem fuzzy de Takagi-Sugeno (Wang et
al., 1996) apresenta-se como uma area interessante para
a aplicacao de técnicas de controle LPV e, também, para
o desenvolvimento de novos resultados tedricos (p.ex.:
Guerra and Vermeiren, 2004; Khiar et al., 2007; An-
drea et al., 2008; Tognetti et al., 2009; Montagner et
al., 2010; Zheng et al., 2001; Zhou et al., 2007).

Na representagao fuzzy de Takagi-Sugeno (T-S) o pa-
rametro variante consiste em fungoes peso normaliza-
das, geralmente dependente dos estados do sistema, que
controlam a interpolagdo entre os modelos locais (re-
gras). Estas regras podem entao ser calculadas e utili-
zadas para o controle digital de sistemas nao lineares,
via 0 modelo T-S. Uma outra caracteristica importante
é que o modelo obtido representa exatamente, ou apro-
xima, o sistema nao linear original somente na regiao do

espago de estados considerada para a obtengao do mo-
delo T-S. Esta caracteristica, importante do ponto de
vista da aplicagao pratica de controladores, e que tam-
bém pode estar presente quando se modela o sistema a
controlar por outras técnicas para obtencao de modelos
LPV, é geralmente desconsiderada na fase de projeto,
quando condicoes de estabilidade ou desempenho glo-
bais sao usadas para a sintese do controlador.

Dentro do contexto brevemente descrito anteriormente,
os objetivos principais deste artigo sao:

1. Apresentar duas estruturas de compensadores di-
namicos por realimentacao de saida para sistemas
LPV, com dependéncia parcial e dependéncia total
dos parametros variantes, especializando os resul-
tados propostos em (Castelan et al., 2010; Klug et
al., 2011) para o caso de sistemas LPV considerados
no presente trabalho;

2. Levar em consideragao a regiao de validade do mo-
delo na fase de projeto dos compensadores: o ob-
jetivo, neste caso, sera determinar uma regiao de
condigoes iniciais, Sy, contida no dominio de vali-
dade e tao grande quanto possivel, com a garan-
tia que as trajetérias que iniciam em Sy evoluam
no interior do dominio de validade do modelo LPV
considerado;

3. Aplicar e comparar as técnicas desenvolvidas em
um determinado modelo fuzzy T-S.

O artigo é organizado da forma seguinte: na Segao
2 é apresentado o sistema LPV considerado e o pro-
blema de controle a ser desenvolvido; na Segao 3
mostram-se alguns resultados preliminares e definicoes
utilizadas neste trabalho; na secao 4 sao deduzidas
as condigoes de sintese dos controladores dinamicos,
sao abordadas as condicoes adicionais para modelos
locais e formulados os problemas de programacao
convexa utilizados para a sintese dos controladores;
um exemplo numérico e comentarios sao apresentados
na Secao 5; por fim apresentam-se as conclusoes obtidas.
Notacoes. Para um vetor x € R", z > 0 significa
que todos os componentes de x, denotados por x(;), sao
nao negativos. Os elementos de uma matriz A € R™*" sao
denotados por A ;),7 = 1,...,m,j = 1,...,n. A denota
a iésima linha da matriz A. Para duas matrizes simétricas,
A e B, A > B significa que A — B é positiva definida. A
denota a transposta de A. I, denota a matriz identidade de
ordem m e diag(x) denota a matriz diagonal obtida do vetor
z. O simbolo * representa blocos simétricos e e representa
um elemento que ndo possui influéncia no desenvolvimento.
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2 APRESENTACAO DO PROBLEMA

Considere um sistema linear em tempo discreto com pa-
rametros variantes no tempo, representado por:

{ Tpy1 = A(hk)$k+B(hk)uk
Yk =

ka (1)
em que rp € R", up € R™ e yr € NP sao, respectiva-
mente, os vetores dos estados, das entradas de controle
e das saldas do sistema. Além disso, hpy C R" é um
vetor de pardmetros, variante no tempo, mensuravel ou
possivel de ser estimado em tempo real, e limitado no
simplex unitdrio Z = {hy € R 37 hyy = 1, hi) >
0,i=1,..r}

A estrutura das matrizes do sistema possui a forma se-
guinte:

[ A(hw) B(h) | = th(i) [ A B ] (2
i=1

e C € RP*" com A; € R"*™ e B; € R™*™,

O problema de controle a ser investigado consiste da sin-
tese de um controlador dinamico por realimentacao de
saida (CDRS) que garanta a estabilidade para o sistema
correspondente em malha fechada, obedecendo um certo
requisito de desempenho a ser definido posteriormente.

Para o CDRS, admite-se dois casos:

CASO 1 - CDRS Parcialmente Dependente
de Parametros

Seja o controlador dinamico

{ Tepr1 = Ac(hi)xer + Be(hi)uck
Ye,k =

chc,k + Dcuc,k
em que 2. € N7, yor, € R e uc € NP . Considera-se
a seguinte estrutura das matrizes do controlador

Ac(hg)  Be(hy) | =
£2=1 h:(i) [ Ac ' B],;i ] (4)

e C. e R™*" D, € R™*P na qual A,; € R"*™ e B,; €
R™*P. Como as matrizes da equacdo de saida, C. e D.,
nao dependem do parametro variante, nomeia-se este
controlador de CDRS-PDP (Parcialmente Dependente
de Parametros).

3)

Considerando a interconexao uc = Y € Ye,k = Ui, tem-
se o seguinte sistema em malha fechada:

Th41 = A(hk)l'k -+ B(hk)C’Cxcyqu
B(hk)Dchk
LTek+1 = Ac(hk)xc,k + Bc(hk)cxk

Entao, definindo o vetor de estados aumentado ¢, =
[z, T, ) » O sistema em malha fechada pode ser repre-
sentado por:

Skt1 = (A(hy) + B(he)K) gk (5)
_ | Al 0 _ | B()
A(hk) - Bc(h:)C Ac(hk) :| ; B(hk) - |: Ok :|

e K=[DC C.].

Observa-se de (5) que a matriz K pode ser vista como
uma realimentacao constante dos estados do sistema au-
mentado.

CASO 2 - CDRS Totalmente Dependente
de Parametros

Seja o controlador dindmico

{ Tek+1 = Ac<hk)xcﬁk + Bc(hk:)uc,k:
Ye,k =

Colh)aer + Delhucy
com a seguinte estrutura das matrizes do controlador:
[ Ac(hi)  Be(h) ] = 22:1 hi(i) [ Aci B ]Jr

r—1 r
Zi:l Zq:i+1 hk(i)hk(q) [ Aciq Beig ]’ )
7

[ Ce(hi) De(hi) | = th(i) [ Ca D] (8)

i=1
sendo A.; € %nxn’ Aciq € §Rn><n7 B, € §Rn><p, Bciq S
R**P C. € R™*™ e D, € R™*P, Como as matri-
zes da equagdo de saida, C.(hy) e D.(hy), dependem
do parametro variante, nomeia-se este controlador de
CDRS-TDP (Totalmente Dependente de Parametros).

Considerando a interconexao uc i = Y € Yo,k = U, tem-
se o sistema em malha fechada:

1 = A(hk)rr + B(hg)Celh)we i+
B(hy)Dc(hy)Cxy
Tegt1 = Ac(hi)xer + Be(hi)Cxy

Como anteriormente, tem-se

Sk+1 = (A(hy) + B(hg)K(hi)) 9)
_ | A(w) 0 _ | B(h)
Al = | B,mjo Ac(hw}’ B(h’“)‘{ 0 ]

e K(hg) = [ De(hi)C Ce(hy) ]

Observa-se de (9) que a matriz K(hy) pode ser vista
como uma realimentagao dependente de parametros dos
estados do sistema aumentado.
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Observagao 1 A estrutura diferenciada (7), proposta
para A.(hg) e B.(hy), é necessdria para a obtengao dos
parametros do CDRS-TDP a partir das condigbes de
estabilizagdo que serao propostas sob a forma de LMIs
na segao 4. Conforme sera explicado posteriormente, a
utilizagdo de uma estrutura simplificada, utilizando (4)
e (8) conjuntamente, inviabiliza este procedimento de
obtencao dos parametros do compensador.

Observagao 2 Pode-se verificar a partir de (4), (7)
e (8) que o CDRS-TDP apresenta maior complexidade
de implementacdo do que o CDRS-PDP. A complexi-
dade de implementacao dos compensadores propostos
esta relacionada ao niimero de operacoes que devem ser
realizadas a cada iteragdo e ao numero de parametros
que devem estar disponiveis on-line para obter o valor
do controle, uy. A verificagdo desta complexidade é de
interesse, por exemplo, em aplicagoes criticas embarca-
das onde restri¢coes economicas e de consumo de energia
requerem a utilizagao de dispositivos para calculo com
limitagoes em termos de processamento e de disponibi-
lidade de memoéria (Arzen and Cervin, 2005).

3 RESULTADOS PRELIMINARES

Para o estudo de estabilidade e a garantia de um certo
desempenho temporal para o sistema em malha fechada,
considera-se uma Funcao de Lyapunov Dependente de
Parametro (FLDP) tal que V (g, hy) : R2" x = — RT,
visando reduzir o conservadorismo inerente a utilizagao
de Fungoes de Lyapunov constantes ou independentes
de parametros.

Definicao 1: Considere um escalar nao mnegativo
A€ (0,1]. A origem do sistema descrito em (5) ou (9)
€ robustamente assintoticamente estdvel, com coefici-
ente de contratividade \ (Milani and Coelho, 2002),
se

AV (sk, hi) 2 V(sk+1, h+1) — AV (sk, hi) <0 (10)

Ve, € R”, §k7£0 e Vh € =.

Na sequéncia, assume-se a FLDP da seguinte forma
V(s hie) = Q7 (hi )i (11)
com Q(hy) = iy hr(nQis Qi=Q; >0, hy € E.

Entdo, considerando que (5) e (9) podem ser es-
critos sob a forma

Shtr1 = Anrr (hi)sk (12)

com Apnp(hg) = A(hy) + B(hi)K para o CDRS-PDP
€ AMF(hk) = A(hk) + B(hk)K(hk) para o CDRS-TDP.
Desta forma obtém-se

AVa(si, hie) = soM (hiege1, by ) < 0 (13)
sendo
M (i1, hi) = By p(hi) Q7 (s ) Ansr (hi)—
AQ ™ (hy).
Note que (13) é verificada se e somente se
M(hgt1,he) < 0, ou, de forma equivalente (por
complemento de Schur) (Boyd et al., 1994)
—Q(hi+1)  Amr(hy)
£ oy [ <0

Para a obtencao de condigbes que permitam a sintese
dos controladores dinamicos com as estruturas deseja-
das, pré e p6s multiplica-se (14) por diag([I U]) e sua
transposta, considerando o fato que, para qualquer ma-
triz invertivel U € R*"*?" tem-se (Daafouz and Ber-
nussou, 2001)

(U - Q) Q) ™ (U — Q(hy,)) = 0 &
~U'Q(hs) U< Q(hy) —U—-U'.

Portanto, uma condicao suficiente para a verificagao de
(14) pode ser formulada como a desigualdade matricial
dependente de parametros:

—Q(hg+1)

N1 <0 (15)

A partir de (15) podemos entao estabelecer as condigdes
para andlise de estabilidade e do desempenho temporal
associado ao coeficiente de contratividade A, descritas
em funcdo dos vértices dos politopos de matrizes, as-
sociadas as duas estruturas de controladores dindmicos
sob investigacao.

Lema 1 Estabilidade CASO 1 - CDRS-PDP

Sejam Ag;, Bei, C. e D. matrizes conhecidas que formam
o controlador (3). Para um dado escalar real A € (0, 1],
considere a existéncia de matrizes simétricas definidas
positivas Q; € R2"*2" e da matriz U € R2"*?" satisfa-
zendo:

+ [ -Q AU+BKU
Mii=1 « xe-v-u) <% a6
Vi, j=1,..,7

Entao, a origem do sistema em malha fechada (5) é ro-
bustamente assintoticamente estavel, com coeficiente de
contratividade A, para qualquer condicao inicial ¢y € R"™.
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Prova: Para a demonstragao considere:

V(Ssts hiert) = o1 Q7 (g1 )1

A partir de (16), para cada 4, multiplica-se a desigual-
dade correspondente j = 1,...,7 por hjq(;) € soma-se.
Na sequéncia multiplicam-se as desigualdades resultan-
tesi=1,...,7 por hy(; e somam-se, obtendo-se:

> iy [ D My | <o,
=1

Jj=1

Com base nas estruturas definidas em (2) e (4), e
dos valores admissiveis aos parametros (Z:Zl hk(i) =
1, hiiy > 0), pode-se reescrever:

—Q(hr41)  (Alhg) + B(hi) K)U

s Q) -u-U) | <

que corresponde a condi¢ao de estabilidade apresentada
em (15). n

Lema 2 Estabilidade CASO 2 - CDRS-TDP

Sejam Ag;, Acig, Bei, Beig, Cei € De; matrizes conheci-
das que formam o controlador (6). Para um dado es-
calar real A € (0,1], considere a existéncia de matrizes
simétricas definidas positivas Q; € R?"*2" e da matriz
U € R2"*2" satisfazendo:

+ _ [ Q@ (A+BK)U
Maji = { x  ANQ-U-U) } <0 (17)
Vi,j=1,..,r
Y - { _2Qj (Aiq+Bqu+Bin)U } 0
2 | % AQ4+Q, —2U —2U)
Vi=1,..,r, Vi=1,.,r—1 e Yg=1+1,...,r

(18)

Entao, a origem do sistema em malha fechada (9) é ro-
bustamente assintoticamente estavel, com coeficiente de
contratividade A, para qualquer condicao inicial g5 € R™.

Prova: Para o caso totalmente dependente de parame-
tros, considera-se a condi¢ao (15) com

Anrr(hy) = A(hy) + B(hy)K(hy)

Das estruturas matriciais definidas em (2) e (8) pode-se
reescrever a parcela Ay p(hg) como

A; +B;D,;C B;Cyg

Bcic Aci +

Anr(hr) =Y hig {
=1

A +B;K;

r—1

r Mali MaZi
Z Z hiiyhi(q) [ Bciqu Aciqq}

i=1 g=i+1

Aiq+Bqu+Bin
onde Ma1iq = (Ai + Ag) + (BiDeg + ByD.i)C, Magiq =

BZch + chci e Aiq = |: Aé(;éq A(c)iq :|

De maneira anédloga para os demais termos, pode-se re-
escrever (15) como

YD ey hie Mt

j=11i=1
r r—1 r

D200 D s by Mg <0

j=1i=1 g=i+1

(19)

Entao, considerando-se os valores admissiveis dos para-
metros (3,4 by = 1, gy > 0), as condigdes estabe-
lecidas pelo lema garantem que (19) é verificada.

]

Observa-se de (16), (17) e (18), que a matriz U é obri-
gatoriamente invertivel. Além disso, & FLDP (11) utili-
zada para a verificagao da estabilidade e desempenho do
sistema em malha fechada, pode-se associar conjuntos
de tipo Lyapunov, dados por (Hu et al., 2002; Castelan
et al., 2010):

Ly(y) = {ax€ %2";9;@71(%)9@ <,y €N}

>

N AEQ (). 1)} =

hL€E

N €@

ie{l,...r}

em que &£(Q; ', 7) = {a € R2";6,Q; ‘o < 7} sdo con-
juntos elipsoidais.

Como consequéncia do Lema 1 e do Lema 2, Ly (v) =
N; €(Q;",~) é um conjunto robustamente A\-contrativo
(com respeito as trajetdrias do sistema (5) ou (9)); para
maiores detalhes, veja por exemplo, (Corso et al., 2009).
Esta nocao de conjunto contrativo, que garante que toda
trajetéria que inicia em Ly () permanece neste dominio
e converge assintoticamente para a origem, serd utilizada
mais adiante para caracterizar dominios de estabilidade
quando o modelo LPV representa um sistema nao linear
num dominio de validade local.

4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Para obtengao das condigoes de sintese dos controladores
sob investigagao, definem-se, da mesma forma que em
(Castelan et al., 2010), as seguintes matrizes adaptadas
de (Scherer et al., 1997):
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U= 7U1:{Y

Z W

Para estas matrizes, tem-se

I X / Yy T
U@_[O Z}:@U@_[I X]

M]@:[V‘;H

em que, por construcao:

T =YX+W2Z

Ainda, de UU™! =T e U~!U = I, tem-se

XY+ NW =YX+ MZ=1.

Além disso, particionando Q; = [ Quii Qi }, pode-
* Q22i
se definir:
Quii Qi
e i id .
20 [ * Q22

Os teoremas descritos a seguir estabelecem condicoes de
estabilizacao robusta, com desempenho temporal asso-
ciado ao coeficiente de contratividade A, sob a forma de
LMIs. Estas condigoes sao obtidas a partir das condi-
¢oes (16), (17) e (18).

4.1 CDRS Parcialmente Dependente de
Parametros

Teorema 1 Dado A € (0,1], considere que existem
matrizes simétricas deﬁmdas positiva_ Q11i, Q22i, ¢ ma-
trizes Q1, AL, X, Y, T, BZ, C e D satisfazendo as
seguintes condicoes:

*Qllj *Quj Y A+ BiiC A,
* —Q2; Ai+BDC Mpy | _
* * Mya; My2i (20)
* * * Mys;
Vi j=1,..r
nas quais:
My; A X + BiC,
My = )\(Qm -7 -1,
Mpgi = A(Qa2i — X —X),
Miyy; MQui —Y —Y).

Seja W € R™*™ uma matriz nao singular qualquer, de-
termine:
Z=W) " T -Y'X) (21)

Entao, as matrizes do controlador CDRS-PDP (3) obti-
das por

D. = D

c. = (C-D.CX)z7?

Be = (W)™ (Bi-Y BiD.)

Ay = (W) MA -Y A4X —Y BD.CX —

Y'B;C.Z — W Bu,CX)Z ™

sao tais que a origem do sistema em malha fechada (5)
é robustamente assintoticamente estavel com coeficiente
de contratividade A.

Prova: Multiplica-se a condicao de estabilidade (16) do
Lema 1, & esquerda por diag[® © ] e a direita pela sua
transposta, conforme abaixo exposto:

e 0 L [e o
90 |8 8] <o
Desenvolvendo o produto e efetuando a substituicao de
variaveis

A; = W ALZ+W BuCX +Y BiC.Z +
Y'(4; + B;D.C)X

3; Y'B;D.+ W' B

C = D.CX+C.Z

D D,

verifica-se a equivaléncia das desigualdades (20) e

(16).

Com vistas a sintese do controlador CDRS-PDP, a
LMI (20) proposta no teorema anterior pode ser utili-
zada para formular problemas de programacao convexa,
podendo-se adicionar outras restrigdes e/ou reformular
o problema para tratar outros critérios, como custo ga-
rantido e controle H

4.2 CDRS Totalmente Dependente de Pa-
rametros

Teorema 2 Dado A € (0,1], considere que existem
matrizes simétricas definidas p081t1va th, QQQl, € ma-
trizes Q1as, Az, Alq, X, Y, T, B“ qu, C; e Dl, satisfa-
zendo as seguintes condigoes:

—Qu1; —Q12; Y A+ ?ic A;
* —Q22; Ai + Bil?ic \Y PST <0
* * )\(Qlli — Y — Y) Mc2i
* * * Ms;
Vi,j=1,...,r
(22)
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—2Q12; Meriq  Aig
MCSiq Mc4iq

*2Q11j
* —2Q22;

* * Mcgiq Mc5iq <0
* * * Meeig
Vi=1,..,r, Yi=1,...,r—1 e Yg=1i1+1,....,7
(23)
nas quais:

Meci; A;X + B;C;,
Mezi = MQu2i —T —1I),
Mesi = AMQ2i— X —X,)
Mesi = (A;i+A)X + BiC, + B,C,
Mes; = )\(Qmi + 6:212(1 - QT// —21),
Mesi = AMQa22i + Qa2q —2X —2X),
Mc7i = Y/ (Az + Aq) + BiqCa
Mesi = A+ A, + (B:D, + B,D;)C,
M_o; ANQ11i + Qr1g — 2" —2Y).

Seja W € R™*"™ uma matriz nao singular qualquer, de-
termine Z a partir de (21). Entao, as matrizes do con-
trolador CDRS-TDP (6) obtidas por

Dci -Dz
B, = (W) ™Y(B; —Y B;D.)
Cci - (

C; — DCX)Z™1
\—1

Ay = W) Y4 -Y 4,X -Y B,D.,CX —
Y'B;C.iZ — W B,,CX)Z!

Buy = (W)™ [Bw — Y (BiDey + Bchi)}

Acig = (W) [A,»q — Y (A + Ay X—

Y (BiDeg + ByDei)CX — Y (BiCoq +
B,Co)Z — W’Bciqcx} z

sao tais que a origem do sistema em malha fechada é
robustamente assintoticamente estavel com coeficiente
de contratividade A.

Prova: Multiplica-se as condig¢oes de estabilidade (17)
e (18) do Lema 2, & esquerda por diag[® © | e a direita
pela sua transposta, conforme abaixo exposto

e 0 L [e o
0 el e <o
e 0 © 0
[0 om0 o)<

Desenvolvendo os produtos e efetuando a substituicao
de variaveis

Ay = WALZ+W BuCX +Y BiCoiZ +
Y (A; + B;D,C)X
Ay = Y (Ai+A)X +Y (BiDey +
ByD)CX + W BiyCX + Y (BiCyy +
ByCoi)Z + W' AcigZ
Bi = Y B;D,+ W B
Biy = Y'(BiDey+ ByDei) + W' Beiy
Ci = DuCX+CuZ
D; = D

verifica-se a equivaléncia das desigualdades (22) e (23)
com (17) e (18).

A proposicao deste teorema permite, tal como o Teo-
rema 1, a formulagao de problemas de programagao con-
vexa. E importante destacar também que o CDRS-PDP
pode ser visto como um caso particular do CDRS-TDP,
eliminando-se a condi¢do (23) do Teorema 2, fazendo
C; = C e D; = D para a condicao (22), e utilizando a
mesma estrutura matricial representada em (4).

Observagao 3 Uma estrutura simplificada de CDRS-
TDP consiste em considerar as matrizes de estado e de
entrada do compensador com a estrutura (4) e as matri-
zes associadas a saida do compensador com a estrutura
(8). Neste caso, tem-se, em particular:

T Az 0
Anr(he) = E :h"?(i) [ B.,C A }4_
i=1

T T BZ
DD o { 0 } [ DegC Coq |

i=1 q=1
- . A+ A 0
Entao, redefinindo A;, = ’ 4
a [ (Bci + ch)c Aci + Acq :|
na demonstracao do Lema 2, é possivel verificar que as
LMIs (17) e (18) também permitem concluir sobre a es-
tabilidade do compensador com estrutura simplificada.

Note, entretanto, que o desenvolvimento para esta estru-
tura simplificada dos produtos utilizados na demonstra-
¢ao do Teorema 2, leva a substituicao das varidveis fliq e
Eiq mostrada a seguir, a qual impossibilita a construgao
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das matrizes A.; e Bg;:

Ay = Y (Ai+A)X +Y (BiDey + ByDei)CX +
WI(Bci + ch)CX + Y/ (Biccq +
BqCCi)Z + W/(AC’L + Acq)Z
Biy, = Y (BiDey+ ByDei) + W (Bei + Beg)
4.3 Estabilizacao Local num Dominio de

Validade do Sistema

Os resultados apresentados anteriormente consideram
que o sistema com parametros variantes (1) é vélido
para todo R", e, desta forma, que a estabilidade e o
desempenho serao vélidos em todo o espago de estados
do sistema em malha fechada (12).

s

Entretanto, em varios problemas préticos o modelo (1) é
vélido apenas localmente (regionalmente), e descreve o
comportamento do sistema somente num subconjunto
do espago de estados, Vy C R", denominado de do-
minio de validade do modelo. Nestes casos, para ga-
rantir a estabilidade e o desempenho do sistema con-
trolado via uma das estruturas de CDRS apresenta-
das, pode-se incluir uma condicao adicional as condi-
¢oes de estabilidade dos Lemas 1 e 2, com o obje-
tivo de garantir a inclusao de um dominio A-contrativo
Ly = Ly(1) =N, &£(@Q; ', 1) na regido de validade do
sistema em malha fechada, i.e., Ly C A com

Xoé {gk: |: xxkk :| E%Qn, Z‘GVO, cheﬂ?”}

Desta forma, garante-se que para qualquer condic¢ao ini-
cial ¢y € Ly, a trajetéria correspondente evolui no inte-
rior de Ly e tende assintoticamente a origem. Portanto,
a evolucao das trajetorias dos estados da planta é con-
finada no interior do dominio de validade V.

Seja, por exemplo, o dominio de validade definido por
um conjunto poliedral

Vo = Cof{v, e R",
= {zx € R |Lay| < o},

T=1,..,n:}

em que L € "™ e p € R™, com p; > 0. A exten-
sao de Vy ao espago de estados do sistema aumentado,
denotada Xy, é dada por

Co{vf_‘ € R0 = [ UOT ] ,7:1,...,n7}

= {§k S %271; |La§k‘ < Q}

Xy =

com L, = [ L 0] . Ainclusdo Ly C X pode ser
descrita pela seguinte restrigdo convexa (Boyd et al.,
1994; Castelan et al., 2010)

-Q;+U +U [ULa(l) >0
« A2 (24)
Vi=1,...,m e Vi=1,....2n
equivalente a
Maii Maa; '
Masi  Maai [ X ](l) >0
” ) (25)
| 0]
Vi=1,..,7r e Vi=1,...n
nas quais:
Maui *Qm +Y' +Y
Mg2; = *Qm +T +1
Masi = Qo+ 7T +1
Masi = Qo+ X +X

Portanto, com base nas condicoes dos Lemas 1 e 2, e
na condigao estabelecida em (24), é possivel apresentar
os seguintes resultados de estabilidade e desempenho lo-
cais.

Corolario 1 Sejam A.;, B.;, C. e D, matrizes conhe-
cidas que formam o controlador (3). Para um dado es-
calar real A € (0, 1], considere a existéncia de matrizes
simétricas definidas positivas Q; € R?"*2" ¢ da ma-
triz U € R27%27 satisfazendo as condigées deﬁnidas em

(16) e (24). Entao, o conjunto Ly = ﬂ {6} =
&(Q~Y(hg)) é robustamente absolutamente - contrativo
e tal que Ly C Xp.

Corolario 2 Sejam A, Acig, Beis Beig, Cei € D ma-
trizes conhecidas que formam o controlador (6). Para
um dado escalar real A € (0, 1], considere a existéncia
de matrizes simétricas definidas positivas Q; € R2"*x2n
e da matriz U € R2"x2n | satisfazendo as condicdes de-

finidas em 17), (18) (24) Entao, o conjunto Ly =
N {¢@ } = (hk)) é robustamente absoluta-
mente )\ contratlvo e tal que Ly C Ap.

Portanto, a partir dos Colorarios 1 e 2, garante-se que
a origem do sistema (5) ou (9) serd assintoticamente
estdvel para qualquer condigdo inicial ¢y € Ly, e, segu-
ramente, as trajetérias que emanam de ¢y permanecem
em Xy. Como consequencia, pode-se utilizar as condi-
¢oes dos Teoremas 1 e 2, conjuntamente com a condigao
de inclusdo (25) para estabelecer os resultados de esta-
bilizagao local.
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Para a sintese dos ganhos dos controladores, o dominio
Ly deve ser o maior possivel. Assim, para a otimizagao
do dominio contrativo Ly, é possivel adotar, como em
(Corso et al., 2009), um conjunto modelo para sintese.
Tal conjunto pode ser adotado com a forma da prépria
regiao de validade. O objetivo consiste em maximizar o
fator escalar 3 tal que a inclusao &) C Ly também seja
verificada. Considerando p = 1/3%, a condi¢do pode ser

descrita por
12 U(;' >0
[ * Q ] -

Vi=1,..,r e Yo=1,..,n,

equivalente a

povyY u
* Qi Gz | 20
Vi =

* Q22: (26)

*
1,.,r e VT=1,...,n;

Desta forma, para a sintese do CDRS-PDP aplicado
a sistemas lineares com parametros variantes, conside-
rando um dominio de validade Vy, propoe-se o seguinte
problema de programacao convexa:
~ _min W
Q11i, Qu2i, Q224 Ai,

X,Y,T,B;,C,D (27)
sujeito a
LMIs (20), (25) e (26),
e, para o CDRS-TDP:
. min o
Q11i, Qu2i, Q22i, A, Aig,
(28)

sujeito

Ai, A
X,Y,T,B;,B;q,C;i, D;
a

LMIs (22), (23), (

25) e (26).

Nota-se que as condigoes adicionais nao implicam em
maior complexidade de implementagao dos compensado-
res dinamicos, apenas alteram a complexidade numérica
de solugao do algoritmo.

Observagao 4 A complexidade numérica para a solu-
¢ao de problemas baseados em LMIs est4 relacionada ao
nimero escalar de varidveis de decisao e ao ntimero de
linhas das LMIs consideradas (Leite et al., 2004). As-
sim, pode-se verificar que o algoritmo (28) é numerica-
mente mais complexo que o (27). Entretanto, é impor-
tante destacar que a complexidade numérica esta relaci-
onada somente aos cédlculos realizados off-line. Devido
a grande capacidade de cédlculo disponivel atualmente,
mesmo em computadores pessoais, a complexidade nu-
mérica nao coloca restricao forte em relagao a utilizagao
do CDRS-TDP frente ao CDRS-PDP, mesmo para sis-
temas de maior ordem.

5 APLICACAO A UM SISTEMA FUZZY
TAKAGI-SUGENO

5.1 Apresentacao do Sistema e Modelo
Fuzzy

Sejam as equagoes de movimento descritas em (Cannon,
1967), representando o problema de equilibrar um pén-
dulo invertido em um carro

i’l = X2

gsen(zy)—amlzisen(2z;)/2—acos(zy)u
4l/3—amlcos?(x1)

(29)

Ty =

sendo: x7 o dngulo (em radianos) do péndulo em relagao
a vertical; zo a velocidade angular (em radianos por
segundo); g = 9.8m/s? a aceleracdo da gravidade; m a
massa (em quilogramas) do péndulo; M a massa (em
quilogramas) do carro; 2l o comprimento (em metros)
do péndulo e u a forga (em Newton) aplicada ao carro.
Define-se a = 1/(m + M).

De acordo com a metodologia apresentada em (Tanaka
and Wang, 2001), o sistema em (29) pode ser descrito
por um modelo linear a parametros variantes, denomi-
nado de modelo fuzzy Takagi-Sugeno. A regido de vali-
dade Vy considerada para o modelo é definida pelos in-
tervalos T € [_wlmaz7xlmam] € X2 € [_meax;Qijax]a
sendo para este €aso Timar = T/3 € Tamaee = 5. Desta
forma, tem-se

2 2 2 2
T = Z Z Z Z EijNlSm {/Ijklmx + Bjklmu}

0 1 e Bour — 0
gaibe  — 5 gjc arm = | —agzdm |
Entao, agregando os somatorios temos

&= fjh {Aix+ B

i=1

sendo i = m+2(l — 1) +4k —-1)+8(3y —1) e

com Ajpim = [

(30)

- _ R, _ oz — oazam
h; EJM;CN;ST com Fj P FEs P
_ sen(rl)—(;)zQ _ xr1—2o __ zz—cCo
Mo= " M = oo M= 5=
_ c1—23 _ za—da — di1—z24

Ny - 011—02 s 51 - di—d2? So - di—dz’

21 = zo = sen(x1), z3 = masen(2xy),

F—amlcos?(z1)’
z4 = cos(z1) e g1 = maz(z1), g2 = min(z1), by = 1,
by = 2, c1 = max(z3), c2 = min(z3), di = max(zy),
dy = min(zy),

nas quais os valores maximos e minimos sao cal-
culados para a regiao de validade do modelo.

E interessante ressaltar que as funcoes h; dependem ape-
nas da varfavel x1, que é definida como a saida do sis-
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tema. Desta forma, é suficiente a medigao da saida para
calcular a lei de controle.

5.2 Exemplo Numérico

Para o exemplo elege-se: m = 2.0kg, M = 8.00kg e
2] = 1.0m. Discretiza-se cada regra em (30) para um
tempo de amostragem fixo Ty = 0.1s, com a utilizagao
das seguintes relagoes (Li et al., 2001)

-~ TS -~
A, = GAiTS, B, = / eAiTBZ'dT
0

Desta forma, obtém-se as matrizes que compoem o sis-
tema (1), dispostas no Anexo deste artigo. E importante
observar que o modelo em tempo discreto obtido é uma
aproximagao do modelo fuzzy T-S, devido a variagdo dos
parametros ao longo do tempo. Portanto, a escolha do
periodo de amostragem é mais critica do que no caso
de sistemas lineares e invariantes no tempo. Neste tra-
balho, consideramos uma escolha de T, suficientemente
pequeno, e verificamos via simulagoes que os resultados
obtidos garantem o funcionamento seguro, assintotica-
mente estavel, do sistema amostrado em malha-fechada
para as condicoes iniciais pertencentes ao dominio de es-
tabilidade a ser calculado, Ly C Xy. Cabe salientar que
todas as simulagoes devem ser realizadas considerando a
utilizagdo do modelo em tempo discreto do CDRS-PDP
ou TDP, com os valores das funcées de pertinéncia cal-
culadas a cada instante de amostragem, e o modelo nao
linear em tempo continuo do sistema a controlar.

Como o modelo apresentado ¢é wvalido localmente,
utilizam-se das condigoes apresentadas nos algoritmos
(27) e (28) para sintese dos CDRSs, com

v Timazx ZTlmax —Zlmax —Zlmazx
=
T2maz ’ T2maz ’ T2maz ’ T2maz ’

Q:|:1'1mar:| CL:I2.

T2max

Na tabela 1 observam-se os valores minimos do coefici-
ente de contratividade para os quais os algoritmos (27)
e (28) permanecem factiveis. Nota-se que para o CDRS-
TDP (algoritmo (28)) obtém-se um menor valor do fator
de contratividade, possibilitando uma faixa maior para
o ajuste de desempenho.

Tabela 1: Factibilidade dos Algoritmos de Controle.

CDRS - Algoritmo | Fator A
PDP (27) 0,494
TDP (28) 0,226

Considere a regiao de estabilidade (RE), definida por:

Sor 2 ﬂ {&(Q;l)} em que

éi-(@fl)={$6%2;{3}/@fl[g}Sl}.

A RE define o conjunto de condigbes iniciais ¢g =

[ J;é 0 ] , para as quais as trajetorias do sistema ficam
limitadas na regido de confinamento (RC). A regido RC
¢é a projegao ortogonal de &(Q; 1) sobre o hiperplano
formado pelos estados da planta, definida como

S()p = {gkproj = LFprojSk |§k S Lv(l) é ﬂéj((@:l, 1)}

Figura 1: Regides de Estabilizacdo e Confinamento para A = 1.

Nas figuras 1 (A = 1) e 2 (A = 0.7) observam-se as re-
gides de estabilidade (RE), representadas por “x”, para
o CDRS-PDP (CASO 1), e “+”, para o CDRS-TDP
(CASO 2), e as regides de confinamento das trajetérias
(RC) no espago de estados da planta, representadas por
uma linha continua para o CASO 1, e uma linha trace-
jada para o CASO 2.

Nota-se que a exigéncia de um maior desempenho (me-
nor fator contrativo) provoca uma diminui¢ao das re-
gides RE e RC, ou seja, observa-se o compromisso exis-
tente entre desempempenho e tamanho das regices de
estabilidade e confinamento. Tal fator deve ser consi-
derado pelo projetista. Verifica-se também um menor
conservadorismo em termos de tamanho das regices RE
e RC para o CDRS-TDP (algoritmo (28)), devido ao
maior nimero de graus de liberdade presente na estru-
tura deste compensador..
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Figura 2: Regides de Estabilizacdo e Confinamento para A\ =
0.7.

Para simulacao da evolugao temporal dos estados e
do esfor¢co de controle, sao consideradas as condigGes
iniciais g = [ 2, 0], com z, = [ 0.7293 2] e
J:EJ = [ 0.7569 3 ], para o CDRS-PDP e o CDRS-
TDP, respectivamente. Nota-se que as condigoes sao

escolhidas na fronteira das respectivas regices de estabi-
lidade.

Nas figuras 3 e 4 observa-se a evolugao temporal dos es-
tados da planta para A = 1, sendo que “+” representa
os estados para o CDRS-PDP e “o” para o CDRS-TDP.
Nota-se que os estados, para todo instante de tempo,
permanecem dentro da regiao de validade V. Na figura
5 observam-se os esforcos de controle para a mesma con-
dicao de simulacao anterior.

Oo
+ CAsoO1
088+ 5 o casoz|]

0.6 4

0.4r + q
02 @ OOOOO |
O
@5+++++5®®99999@@$%é&mw7
0o00P

x1(rad)
o
+

tempo(s)

Figura 3: Evolugdo Temporal de 1 para A = 1.

5
al : + cAso1| |
O CASO2
sk i
O
o i
[
OOOO
— 1ir oo 1
n
E o © +++9 4
E ox @++++ 60 +++;5¢@9++?99§%mm@®@®@w—
X + Cocd
-1 ,+i> ++o |
41
) Be} o ]
O
3k %0 |
4} i
75 i i i i
0 1 2 3 4 5
tempo(s)
Figura 4: Evolu¢do Temporal de x2 para A = 1.
400 :
P + CASO1
O CASO2
300 —
—_ o
Z 20049 1
3
[
g o
S +
(@] L 4
O 1001 +
=}
Q +
e T
k7 L O Q AP0, ]
17} 0 B E N S VG 0, hOBODT
w 6++++++6Q++++ OOOO06 &
o o
-100f oo? —
~200 i i i ;
0 1 2 3 4 5

tempo(s)

Figura 5: Esforco de Controle para A = 1.

Por fim, deve-se salientar que para outras condic¢oes ini-
ciais nao pertencentes a RE sob consideracao, a con-
vergéncia das trajetérias para a origem nao é garan-
tida, mas poderd ocorrer nos casos particulares em que
a condigao inicial pertencer a regiao de atragao para
a origem do sistema nao linear em malha-fechada; por
exemplo, pode-se verificar via simulacao, para o CDRS-
TDP com coeficiente A = 1, que as condigOes iniciais
=[xy 0] ¢ Ly, comay = [ 07776 —1.6228 |
e xé = [ 0 3.8158 ], pertencem a regiao de atragao, e
que as condicdes iniciais com xg = [ 0.7085 —3.7573 |
e :cé) = [ 0.1279 4.8392 ] implicam em trajetorias ins-
taveis.
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6 CONCLUSAO

Neste artigo foram apresentadas duas estruturas de com-
pensadores dinamicos por realimentagao de saida para o
controle de sistemas LPV. Nas estruturas, considera-se
a dependéncia de parametros na forma parcial e total.

Para a obtencgao de estabilidade e um certo desempe-
nho temporal, utilizou-se de fungdes de Lyapunov de-
pendente de parametros e metodologias adaptadas de
(Corso et al., 2009), (Daafouz and Bernussou, 2001) e
(Scherer et al., 1997), obtendo-se condigdes sob a forma
de LMI s, e portanto, de solucao numérica confiavel.

Um aspecto pratico de importancia discutido no pre-
sente artigo estd relacionado ao dominio de vali-
dade do modelo com parametros variantes considerado.
Mostrou-se, entao, como restrigoes adicionais podem ser
acrescentadas na fase de projeto para garantir a esta-
bilidade local e a evolugao das trajetorias do sistema
em malha fechada no interior da regiao de validade do
modelo utilizado. Cabe salientar que alguns conceitos
utilizados para tratar este aspecto, como a contrativi-
dade de conjuntos em relagao as trajetorias do sistema
em malha fechada e a inclusao de conjuntos, sao ferra-
mentas conhecidas e utilizadas, particularmente, na area
de controle de sistemas sob restrigoes (veja (Castelan et
al., 2010; Corso et al., 2009) e suas referéncias).

Finalmente, um exemplo numérico aplicado a um sis-
tema nao linear modelado pela técnica fuzzy Takagi-
Sugeno foi exposto, permitindo mostrar alguns aspectos
das estratégias de sintese propostas, tais como a rele-
vante consideracao pratica do dominio de validade men-
cionado e o compromisso existente entre a exigéncia de
desempenho temporal e o tamanho das regides de es-
tabilidade e de confinamento para o sistema em malha-
fechada. Com vistas & uma escolha adequada do periodo
de amostragem e a garantia de estabilidade do sistema
de controle, um ponto importante para investigacao fu-
tura é a andlise da regiao de estabilidade, calculada a
partir do modelo discretizado de sistemas LPV, quando
da implementacao sobre o sistema em tempo continuo.
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ANEXO

Matrizes que compoem a estrutura do sistema para o
exemplo numérico:

A, — | 10864 0.1007 B, — | —0-0009
'7 | L7410 10420 |0 TP T [ —0.0178 |°
A — [ 1.0864 0.1007 | Bo — [ —0.0004 ]
27| 17410 1.0420 |0 727 | —0.0089 |°
Ao — [ 1.0800 0.1052 ] Ba — [ —0.0009 ]
87 1.8195 1.1354 |7 T3 T | —0.0186 |’
Ay — [ 1.0890 0.1052 ] B, — [ —0.0005 ]
47| 1.8195 11354 |* 77T | —0.0093 |’
A — [ 1.0547 0.0996 ]| Be — [ —0.0009 ]
>~ | 1.0969 1.0108 |’ T°T | —0.0176 |’
A — [ 1.0547 0.0996 ]| Be — [ —0.0004 ]
6= 1.0969 1.0108 |’ 6T | —0.0088 |’
A — [ 1.0564 0.1041 | By — [ —0.0009 ]
T 11464 12023 |0 C7 T [ -0.0184 |
Ae — [ 1.0564 0.1041 | Be — [ —0.0005 ]
87| 11464 1.1023 |0 7% T | —0.0092 |’
Ao — [ 1.0763 0.1006 ]| Bo — [ —0.0008 ]
97| 15363 1.0372 |* 7% 7 | —0.0157 |’
v = [ 1.0763 0.1006 ] Buo — [ —0.0004 ]
7= 15363 1.0372 |> 707 | —0.0078 |’
Ay = [ 1.0784 0.1046 | B — [ —0.0008 ]
W7 15974 1191 |0 T T | —0.0163 |
Ao — [ 1.0784 0.1046 ] B — [ —0.0004 ]
27 15974 11191 |0 T2 T | —0.0081 |’
Am = [ 1.0484 0.0997 | B — [ —0.0008 ]
1371 09691 1.0095 |* T T | -0.0155 |’
Ay — [ 1.0484 0.0997 | Bus = [ —0.0004 ]
=1 09691 1.0095 |* T T | —0.0078 |’
Aue [ 1.0497 0.1036 ] Bur — [ —0.0008 ]
157 | 1.0076 1.0900 |’ T T | -0.0162 |’

Ao | L0497 B _ | —0.0004
16=1 10076 1.0900 |° “' = | —0.0081
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