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Resumen

La investigacion sobre formas de pensamiento algebraico no evade la discusion de las formas de pensamiento
aritmético. Resultados de investigacion muestran que la ausencia de indicios espaciales en el estudio de secuencias
numeéricas hace que los estudiantes limiten el proceso de generalizacidn al trabajo sobre relaciones entre nimeros.
En este articulo, a partir de datos provenientes de una investigacion doctoral y de un programa de extension con
profesores de matematicas, se analiza la actividad semiética de una estudiante y de una profesora de primaria,
respectivamente. El analisis sugiere la presencia de una zona conceptual en la que formas sofisticadas de
generalizacion aritmética estarian muy cerca de proto-formas de pensamiento algebraico, y, ademas, abre pistas
para profundizar la reflexion epistemolodgica en aras de lograr una caracterizacion més inteligible de esta zona
conceptual en el aprendizaje del &lgebra.

Palabras clave: Analiticidad. Generalizacion aritmética. Generalizacién algebraica. Pensamiento algebraico
temprano. Proto-analiticidad.

Abstract

The investigation of forms of algebraic thinking does not evade the discussion on forms of arithmetical thinking.
Previous studies show that the absence of spatial clues in the students’ investigation of numerical sequences leads
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to the generalization of relationships between numbers, which implicitly facilitates the emergence of trial-error
strategies that stand as an obstacle to the deductive thinking on which analyticity rests. Based on data from PhD
research and an extension program with mathematics teachers, the semiotic activity of a student and a primary
school teacher, respectively, is analyzed. This analysis suggests the presence of a conceptual zone in which
sophisticated forms of arithmetic generalization would be very close to proto-forms of algebraic thinking, and,
furthermore, it opens a path to deepen the epistemological reflection in order to achieve a better understanding of
this conceptual zone.

Keywords: Analiticity. Arithmetic generalization. Algebraic generalization. Early algebraic thinking. Proto-
analyticity.

1 Introduccion

La generalizacion puede considerarse como uno de los procesos relevantes en términos
de produccién del conocimiento. Vygotsky (1987) por ejemplo, veia en los procesos de
generalizacion el origen del concepto y enfatizaba el papel de la mediacion semidtica en la
conformacion de conceptos cada vez mas complejos. La naturaleza de la actividad matematica
(en tanto que actividad semidtica) de los alumnos se constituye en una preocupacion didéactica,
principalmente, cuando nos vemos avocados, como maestros en la sala de clase, a tratar de
comprender lo que ellos nos quieren comunicar al expresar, semidticamente, las
generalizaciones que producen. En este sentido, tiene relevancia la idea de semiotica como una
teoria que intenta explicar como los signos significan, es decir, una teoria de la comunicacion
y significacién (ECO, 1988).

En la revision de la literatura se reconoce el interés que viene ganando la investigacion
sobre algebra temprana (ver, por ejemplo, AINLEY, 1999; CAIl; KNUTH, 2011; KAPUT,
1998; KAPUT; BLANTON; MORENO, 2008; RADFORD, 2010, 2018; VERGEL, 2013,
2015; VERGEL; ROJAS, 2018), entre otros elementos, aquellos relacionados con aspectos
epistemoldgicos y semidticos en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano.
Particularmente, la investigacion sobre procesos de generalizacién de secuencias de patrones
(RADFORD, 2010, 2013, 2018; VERGEL, 2013, 2015; VERGEL et al., 2021) ha mostrado
gue, aun cuando las producciones de los estudiantes no contienen signos alfanuméricos del
algebra, su pensamiento puede ser genuinamente algebraico. Mas aun, la investigacion ha
sugerido la necesidad de caracterizar mas profundamente una zona conceptual en la que al
parecer formas avanzadas de generalizacion aritmética (RADFORD, 2021b; VERGEL, 2015;
VERGEL et al., 2021) estdn muy cerca de proto-formas de pensamiento algebraico. En este
articulo, nos proponemos brindar pistas para profundizar la reflexion epistemologica en aras de

lograr una caracterizacion mas inteligible de esta zona conceptual en el aprendizaje del algebra.
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2 Consideraciones teoricas

(Qué es lo que caracteriza el algebra escolar? Esta pregunta ha sido objeto de polémicas
dentro del campo de la investigacion en educacion matematica (AINLEY, 1999; CAI; KNUTH,
2011; CARRAHER; SCHLIEMANN, 2007; KAPUT, 1998; KAPUT; BLANTON; MORENO,
2008; RADFORD, 2010; VERGEL, 2013, 2015 ) y ha conducido a la elaboracion de ciertas
concepciones. Mencionemos las siguientes:

(1) El simbolismo alfanumérico no es una condiciéon para pensar algebraicamente
(MASON et al., 1985).

(i) El algebra es una actividad de razonamiento que involucra la nocidon de
indeterminacion (KIERAN, 2007).

(ii1) “El algebra es inherente a la aritmética” (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2007, p.
669).

(iv) “La actividad simbolica es algebraica. Aquellas actividades en las cuales la
generalizacion es expresada a través de otros sistemas simbolicos no son consideradas
genuinamente algebraicas” (son llamadas cuasi-algebraicas) (KAPUT; BLANTON;
MORENQO, 2008, p. 49).

(v) “El algebra se considera como un fundamento para la aritmética, mas que como una
generalizacion de la misma” (SUBRAMANIAM; BANERJEE, 2011, p. 87).

(vi) Una caracterizacion del pensamiento algebraico se constituye de tres componentes,
estrechamente relacionadas (RADFORD, 2010): (a) el sentido de indeterminancia — objetos
basicos como: incognitas, variables y pardmetros — “como aquello opuesto a la determinancia
numérica” (RADFORD, 2010, p. 39); b) la analiticidad, como forma de trabajar los objetos
indeterminados, es decir, el reconocimiento del caracter operatorio de los objetos basicos que
comporta procesos de deduccion, esto es, partir de ciertas premisas para llegar a ciertos
resultados; y (c) la designacion simbolica o expresion semidtica de sus objetos, esto es, la
manera especifica de nombrar o referir los objetos.

Indudablemente, estas caracterizaciones sobre el algebra escolar estan vinculadas con el
saber algebraico. De hecho, no es posible hablar de saber algebraico al margen de la concepcion
que de algebra se tenga. Para Radford (2017, p. 101) el saber “es un sistema [...] de procesos
corporeos, sensibles y materiales de accion y de reflexion, constituidos historica y
culturalmente”. El término sistema usado aqui quiere enfatizar la idea de movimiento, de
proceso, algo dindmico y transformativo, susceptible de ser modificado.

El saber se entiende como una capacidad latente incrustada en la cultura, una
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potencialidad (una posibilidad de hacer algo). Pero el origen de esa posibilidad no se encuentra
en un mundo platénico, sino en la practica politica y social, es decir, aun cuando el saber es
algo general, un arquetipo, formas generales de hacer algo, no constituye un mundo aparte,
aislado de las acciones humanas (RADFORD, 2017).

Recordemos que, para Platon (1983, p. 15), “el conocimiento de las ideas constituye un
mundo aparte, separado del mundo sensible, porque su objeto son aquellas cosas inmutables
como la belleza y la naturaleza de los dioses”. Para Radford (2017, p. 103) “el saber es labor
cristalizada” realizada a través de acciones humanas; el saber “es un sistema de acciones
codificadas culturalmente”. Por eso la idea de proceso, de transformacion, cobra relevancia.

Por ejemplo, en relacion con la aritmética, “estos procesos podrian ser de reflexion, de
expresion, y de accion que emergieron en Mesopotamia de actividades humanas especificas,
tales como contar ganado o granos, o medir los campos” (RADFORD, 2017, p. 101). En esta
direccion conceptual, tendriamos que entender el saber algebraico como una forma prototipica
de accion y reflexion humana que se convierte en potencialidad cultural y, por tanto, seria pura
posibilidad para los estudiantes, es decir, “posibilidades que se ofrecen a los individuos para

pensar, reflexionar, plantear y resolver problemas de cierta manera” (RADFORD, 2017, p. 101).

2.1 Generalizacion algebraica y generalizacion aritmética de patrones

La generalizacion de patrones es considerada como una de las formas mas importantes
de introducir el dlgebra en la escuela (BEDNARZ; KIERAN; LEE, 1996; KIERAN, 2018;
MASON et al.,1985; RADFORD, 2000; RIVERA, 2006; WARREN; COOPER, 2008;
VERGEL, 2013, 2015), pues, entre otros aspectos, posibilita, en el trabajo de aula, aproximarse
a situaciones de variacion que se erigen como procesos necesarios para el desarrollo del
pensamiento algebraico. De hecho, la propuesta de cambio curricular Algebra temprana sugiere
avanzar en estos procesos de generalizacion a partir del trabajo con patrones (CARRAHER;
SCHLIEMANN, 2007; RADFORD, 2013; VERGEL, 2015). El trabajo sobre generalizacion
de patrones sugiere precisar, al menos, dos clases de generalizacion: la algebraica y la
aritmética. De acuerdo con Radford (2013), la generalizacion algebraica de patrones comporta:

1. Capturar o identificar una comunalidad o caracteristica comun, notada sobre algunos
elementos de una secuencia. Esta toma de conciencia de una propiedad comun se nota a partir
de un trabajo en el terreno fenomenoldgico de observacion sobre ciertos términos particulares
(por ejemplo, p1, P2, P3, ---» Px), con k entero positivo.

2. La generalizacion o aplicacion de esta comunalidad a todos los términos de la
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secuencia que estd en consideracion, es decir, a los términos subsecuentes de la secuencia

(pk+1; Pk+2) Pk+3s = )' y

3. La capacidad de usar esa propiedad comun a fin de deducir una expresion directa’

que permite calcular el valor de cualquier término de la secuencia.

. . .. Caracteristica
Términos dados _ Determinaciones

sensibles comun

C

Aplicacion a Abduccion
términos no dados analitica

Deduccion de la
formula

(C se convierte en H)

Figura 1- Estructura de la generalizacion algebraica de secuencias figurales
Fuente: Radford (2013, p. 7)

La generalizacion de la comunalidad a todos los términos es la formacion de lo que, en
la terminologia aristotélica, se llama un género, es decir, aquello en virtud de lo cual los
términos se mantienen unidos (RADFORD, 2010). En otras palabras, la generalizacion
algebraica de un modelo se basa en darse cuenta de una comunalidad local que, luego, se
generaliza a todos los términos de la sucesion y que sirve como una orden para construir
expresiones de los elementos de la secuencia que siguen estando fuera del campo perceptivo.

La identificacion de la caracteristica comun o comunalidad requiere, segin Radford
(2013, p. 6), hacer una escogencia entre determinaciones sensibles potenciales. “La
generalizacion de la caracteristica comln (que puede ser una o varias) corresponde a lo que

Peirce llama una abduccion, esto es, algo que es solamente plausible”. De acuerdo con Radford:

Para que la generalizacion sea algebraica se requiere [...] que la abduccion que se
hace de la caracteristica comtn sea utilizada de manera analitica. Esto quiere decir
que la abduccion sera utilizada ya no como simple posibilidad, sino como principio
asumido para deducir apodicticamente una féormula que proporciona el valor de
cualquier término. Como vemos, el punto crucial corresponde al papel epistemologico
que desempeiia la caracteristica comun, C, extraida durante el trabajo efectuado en el
terreno fenomenologico. C pasa de entidad plausible a principio asumido, esto es
hipotesis, H. (RADFORD, 2013, p. 7).

En el proceso de generalizacion de patrones es posible identificar casos de producciones
matematicas de estudiantes que no presentan las caracteristicas de la definicion de
generalizacion algebraica de patrones mencionada anteriormente. En este caso, estos

estudiantes aun no han ingresado al reino del algebra, en tanto que pueden estar operando aun

! Enfasis en el original.
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en el &mbito de la aritmética al intentar generalizar algo, trabajo que podria estar anclado en el
nivel de lo concreto. Como dice Vygotsky (1986, p. 133), “El marco del nifio es puramente
situacional, con la palabra atada a algo concreto, en tanto que el marco del adulto es
conceptual”.

Si bien lo generalizado puede ser una comunalidad local, observada en algunas figuras,
esto podria no garantizar la utilizacion de dicha informacion para proporcionar una expresion
que permita calcular cualquier término de la secuencia, en otras palabras, “cuando la abducciéon
es simplemente utilizada para pasar de un término a otro (como cuando los alumnos dicen que
hay que anadir 2 cuadrados)” (RADFORD, 2013, p. 7). En este sentido estamos frente a una
generalizacion aritmética (RADFORD, 2008). En el recorrido por la Figura 1, estariamos
predicando s6lo hasta configurar la generalizacion de la caracteristica comun. En este caso, no
hay deduccion de una expresion directa que autorice calcular el nimero de elementos (v.g.,
cuadrados, circulos, nimeros) en cualquier término de una secuencia de patrones. Radford

sostiene que:

En el caso del procedimiento por ensayo y error, los alumnos producen una féormula.
Pero la féormula no es deducida. De hecho, la abduccion concierne la formula misma.
Los alumnos proponen una formula, que parece plausible, y la someten a un ntimero
finito de pruebas. Esta generalizacion (que corresponde a una de las formas de
induccion) no es todavia algebraica (RADFORD, 2013, p. 7).

El tipo de induccién al que refiere Radford se llama induccion ingenua (RADFORD,
2008). El adjetivo se usa para distinguir el tipo de induccion de otros tipos de induccién mas
sofisticados, por ejemplo, del proceso de induccion matematica o induccién completa, tal y
como lo describe Fowler (1994, p. 253) “If P(1) and P(n)—P(n+1) for all n are both true (valid),
then .. P(n) is true (valid) for all n”.

La inducciéon ingenua se basa en diversas abducciones que estan representadas en
propuestas de formulas, las cuales parecen plausibles, y son sometidas a un niimero finito de
pruebas. Aun cuando por este razonamiento se podria obtener una féormula algebraica que
corresponda al término general de la secuencia, esta regla es obtenida por induccidn, es decir,
a través de un procedimiento basado en un razonamiento probable y, como precisa Radford
(2008, p. 3), “cuya conclusion va més alla de lo que esta contenido en sus premisas”, lo cual,
por un lado, marca la diferencia con el proceso de induccién matematica descrito por Fowler
(1994), y, de otra parte, no sugiere un proceso de deduccion (que contiene en su arquitectura la
abduccion analitica) que si comporta la generalizacion algebraica de patrones.

El criterio acerca de la analiticidad, entonces, ofrece un principio operacional para
distinguir el pensamiento aritmético del pensamiento algebraico. Es necesario precisar, aqui,

que detras de la operacion con lo indeterminado se encuentra esta idea de analiticidad, entendida
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no so6lo en términos del cardcter operatorio de los objetos indeterminados a través de la
aplicacion de propiedades de las operaciones (conmutativa, asociativa, distributiva de la
multiplicacion con respecto a la adicidén etc.), sino también, en términos de procesos de
deduccion, es decir, el trabajo a partir de algo, que es admitido o supuesto con certeza
(DESCARTES, 1983), para llegar a una conclusion. Por eso sostenia Viéte (1983) que lo que
era distintivamente algebraico correspondia a la manera analitica en la cual pensamos cuando

pensamos algebraicamente.

3 Aspectos metodolégicos. Dos ejemplos de actividad semiética

En esta seccion, presentamos la produccion de una estudiante (Yaneth) participante de
una investigacion (VERGEL, 2015), que indag6, desde un andlisis multimodal del pensamiento
humano (ARZARELLO, 2006), las formas de pensamiento algebraico temprano en estudiantes
de 4° y 5° de primaria (diez, once afios), y la produccion de una profesora de basica primaria
participante de un programa de extension (SED, en prensa) que pretendia cualificar las practicas
docentes en matematicas en escuelas y colegios de Bogotéa (Distrito Capital, Colombia). Los
casos que se presentan no tienen la pretension de llegar a una comprension enteramente nueva
del fendbmeno bajo estudio (zona conceptual de formas de pensamiento aritmético sofisticado y
proto-formas de pensamiento algebraico), sino, més bien, a una comprension mas precisa de

dicho fenomeno (STAKE, 1999).

3.1 Analisis y resultados del caso de Yaneth

En el contexto de la investigacion de Vergel (2015), una de las producciones de los
estudiantes estuvo precedida por el interés de indagar acerca de los medios semioticos de
objetivacion que podrian emerger durante su actividad matematica, cuando la tarea propuesta
correspondia a una secuencia de patrones que no contaba con elementos geométricos-
espaciales, como en el caso de las secuencias figurales apoyadas por representacion tabular
(VERGEL, 2015). En términos generales, la tarea tiene un estatus epistemologico (VERGEL;
ROJAS, 2018) y, en tal sentido, juega un papel clave en la actividad matematica de los
estudiantes.

En tanto que categoria didactica, la tarea desarrolla, a través de su abordaje, pensamiento
matematico. La idea de tarea se inspira en la maxima vygotskyana, seglin la cual, “la instruccién

solamente es positiva cuando va mas alla del desarrollo y, de esta manera, despierta y pone en
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funcionamiento toda una serie de funciones que, situadas en la zona de desarrollo proximo, se
encuentran en proceso de maduracion” (WERTSCH, 1988, p. 87). La tarea propuesta,

denominada secuencia numérica con apoyo tabular, es la siguiente (Figura 2):

2 5 8

Término 1 Término 2  Término 3

Figura 2 - Secuencia numérica con apoyo tabular correspondiente a la tarea implementada
Fuente: Vergel (2015, p. 207)

Entre otros requerimientos, se solicitaba encontrar los términos 4 y 5 de la secuencia
(que se genera a partir del término general 3n — 1, con n = 1,2,3, ...). La profesora Johanna
introduce este tipo de secuencias a partir del siguiente dialogo:

L1. Profesora Johanna: A partir de hoy no vamos a trabajar con las secuencias figurales, es
decir ya no vamos a tener figuras ni circulos sino que vamos a empezar a trabajar con una
secuencia numérica. ;Qué significa eso? Que ahora ya no vamos a hablar de figura 1, figura
2, figura 3, etc., sino del término 1, término 2, término 3, (...) entonces miren el término 1 es

(...) ;quién?

L2. Estudiantes en coro: ;2!

L3. Profesora Johanna: 2, el término 2 ;quién es?

L4. Estudiantes en coro: |5!

L5. Profesora Johanna: El término 3 ;quién es?

L6. Estudiantes en coro: |8!

L7. Profesora Johanna: Entonces con esa nueva secuencia vamos a tratar de hacer ejercicios
como lo hicimos en las anteriores.

(Diélogo entre la profesora y estudiantes, VERGEL, 2015).

El didlogo pretende mostrar que el desarrollo de la clase de matematicas que se venia
adelantando estaba basado en secuencias figurales con apoyo tabular y, ahora, los estudiantes
se encuentran con otro tipo de secuencias que no cuentan con elementos geométrico-espaciales.
La profesora Johanna inicia una actividad que intenta constituirse en un trabajo conjunto
(RADFORD, 2014) y pretende resaltar la relacion funcional entre el término y el nimero
correspondiente, con el propdsito de hacer emerger una toma de conciencia de dicha relacion
funcional en y entre los estudiantes.

El trabajo conjunto es, precisamente, el que posibilita la toma de conciencia, pues ésta
se encuentra estrechamente vinculada con la interaccion entre los estudiantes, es decir, con la
actividad. “La actividad del individuo constituye la substancia de su conciencia” (LEONTIEV,
1978, p. 96). Esta relacion estrecha entre individuo, conciencia y actividad participa en el
desarrollo o materializacion del sujeto. En este sentido, hay que entender la conciencia en
términos de relacion — relacion al mundo.

Desde un punto de vista dialéctico-materialista, el sujeto concretamente historico crea

todo un conjunto de formas de conciencia. Sin embargo, como lo sostiene Kosik (1967, p. 139)
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“La conciencia no es reducida a las condiciones dadas; el centro de atencion lo ocupa un
proceso, en el cual el sujeto concreto produce y reproduce la realidad social, al mismo tiempo
que es producido y reproducido historicamente en ella”.

Después de un trabajo individual por parte de los estudiantes, la profesora Johanna
indaga, con varios grupos, para identificar qué piensan sobre la secuencia y como, a través de
sus producciones e intercambios verbales, han abordado la tarea. Este tipo de actividad es un
aspecto clave para hacer aparecer el saber algebraico. Cuando se pone en movimiento, el saber
algebraico empieza a transformarse, a materializarse. Es eso lo que se materializa (esto es, lo
que se actualiza), mediatizado por la actividad, lo que llamamos conocimiento. En
consecuencia, el conocimiento es producto de una mediacion (la actividad).

Este conocimiento, representado en las diversas producciones semidticas de los
estudiantes, necesariamente queda supeditado a la naturaleza de la actividad. Desde una postura
sociocultural, aceptamos que las formas de pensamiento matematico son consustanciales a la
naturaleza de la actividad, en otras palabras, la actividad imprime su marca en la actualizacion
del saber (ILYENKOYV, 1977). Dependiendo de la naturaleza de la actividad podriamos hacer
emerger una toma de conciencia en los estudiantes acerca de una mirada algebraica de las
secuencias numéricas. Es en este sentido que hemos constatado que la materialidad de la
actividad (representada en las preguntas de la profesora, en las intervenciones de los
estudiantes, asi como en su produccion matematica) es la que hace emerger el saber algebraico
de cierta manera (RADFORD, 2018; VERGEL, 2015; VERGEL; ROJAS, 2018).

A continuacion, presentamos, en la Figura 3, la produccion de Yaneth (una estudiante
participante de la investigacion), como parte de la actividad, motivada por responder al nimero

correspondiente al Término 15 de la secuencia (valor del numero de término).

Figura 3 - Produccion de Yaneth al requerimiento del item 2 de la tarea sobre secuencia numérica con apoyo
tabular
Fuente: Vergel (2015, p. 207)

Yaneth instancia una forma aditiva para responder al niimero que corresponde al
Término 15 (item 2, Figura 3). Su produccién con respecto al item 2: toca sumar desde:

17+3+3+3+3+3+3+3+3+3 = 44 inicialmente parece indicar que el nimero 9, obtenido por la
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diferencia entre los nimeros 15 y 6, determina las veces que debe repetirse el nimero 3 en la
suma, anclandose en 17 que corresponde al valor del Término 6. En el proceso de andlisis de la
secuencia, de como cambian los nimeros correspondientes a los términos, esto es, en el proceso
de identificacion de ciertas determinaciones sensibles potenciales (RADFORD, 2013), Yaneth
identifica una caracteristica comun (aumentar 3) y, a partir de su respuesta al item 2, es
generalizada y aplicada para encontrar el nimero que corresponde al término solicitado (valor
del numero del Término 15).

Sin embargo, esta generalizacion de la caracteristica comin no parece ser utilizada de
manera analitica. El término analitico era considerado por el matematico griego Pappus como
movimiento, “El analisis es el movimiento desde lo que es dado hacia lo que es buscado”
(RIDEOUT, 2008, p. 62). La produccion de Yaneth, si bien no parece usar como hipotesis o
principio asumido la generalizacion de la caracteristica comtn para deducir una expresion que
le permita calcular el valor correspondiente a cualquier numero de término, es decir, su
generalizacion no parece ser de naturaleza algebraica, si recurre a lo que, inicialmente,
proponemos llamar una generalizacion aritmética sofisticada, que se podria describir de la
siguiente manera: se parte de un término conocido (en este caso, Tg = 17) y ella quiere hallar
T, s, entonces procede haciendo lo que nosotros escribiriamos como 17 + (15 — 6) X 3 = Tys.

La produccion de Yaneth, a esta altura del trabajo, sugiere que la resolucion del
problema no pasa por la distincion entre las variables en juego (nimero del término y valor del
numero del término), sino por una especie de ajuste puntual en el que se determina cuantas
veces se debe sumar 3. La variable nimero del término aparece, pero no como variable
independiente en el sentido algebraico, sino como punto de apoyo para resolver dicho problema.
El punto crucial es el pasaje de 17 +3 +3 +3 +3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 a pensar el proceso
en términos de variables conectadas (17 + (n — 6) X 3), es decir en términos de co-variacion.
Es ver la suma repetida como una multiplicacion lo que hace aparecer la variable nimero del
término de manera explicita, funcionando analiticamente. Esto es, justamente, el paso sutil que
Yaneth no logra dar. Consideramos que hacerlo seria entrar en la analiticidad, aunque por otra
via. Aun cuando se esta cerca de la analiticidad, afirmamos que todavia no se ha llegado alli.

La comunalidad +3 es asumida por Yaneth, y convertida, por tanto, en hipotesis, sin lo
cual ella no podia haber afirmado que hay que sumar 3 varias veces. Pero ese nimero de veces
que hay que sumar no llega a concretarse en una relacion entre variables, que es precisamente
la formula, es decir el resultado de la deduccion. En otras palabras, el multiplicador del 3 no
llega a cobrar vida, no se le designa semidticamente. Consideramos que hay una analiticidad

incipiente, en el sentido que se aproxima a un calculo de términos que queda muy cerca de una
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expresion multiplicativa que casi hace aparecer la variable, pero no lo logra, es decir, no aparece
explicitamente la deduccion, pues lo que esté faltando aqui es llegar a producir una féormula, no
necesariamente simbdlica, en donde las variables llegan a la vida, emergen a la conciencia, a
través de la designacion semiotica.

El adjetivo sofisticada introducido quiere establecer la diferencia en relacion con el
proceso de generalizacion aritmética teorizado por Radford (2013, p. 7), para quien “la
abduccion [generalizacion de la caracteristica comun] es simplemente utilizada para pasar de
un término a otro”. La ausencia de elementos espaciales o geométricos (que si, comportan las
secuencias figurales con o sin apoyo tabular) obliga a la realizacion de un trabajo de
generalizacion, por parte de Yaneth, basado en relaciones entre numeros, es decir, sus procesos
perceptivos, por un lado, quedan anclados, necesariamente, al contexto matematico que
enfrenta (en este caso, la secuencia numérica con apoyo tabular) y, por otro lado, dichos
procesos perceptivos se han desarrollado (esto es, transformado) a partir de la interaccion social
con los demas compaiieros y la profresora.

Por eso decia Luria (1987, p. 18) que “Los procesos perceptivos también dependen de
las formas socio-histéricas de vida”. Como sefiala Radford (2013), en ciertos casos de
producciones de estudiantes que cursan primeros grados de la primaria, seria posible generar
una férmula algebraica tomando en consideracion solamente la dimension aritmética, al notar
que se afiade siempre 3 a un término para producir el siguiente, sin embargo, este camino
resultaria dificil pues requiere un conteo sistematico que, luego, debe ser transformado en una
multiplicacion sofisticada: 17 + 9 X 3.

La forma de trabajar la secuencia fue aplicada, mas tarde, a otros términos remotos o
lejanos. Mientras la profesora Johanna discutia con otros grupos, Yaneth interactuaba con Luis
Felipe discutiendo acerca del Término 100. Ellos continuaron anclandose en 17 que
corresponde al valor del Término 6:

L1. Yaneth: Para término 100 pasamos los 6 [primeros] términos y ... faltarian 94 que es lo que
le falta a 6 para ser igual a ... a 100.

L2. Luis Felipe: (Interrumpiendo) si ... y como cada término aumenta de a 3 multiplicamos
94x3 que es igual a ... igual a ... 282 ... a ver ... a esto le agregamos...

L3. Yaneth y Luis Felipe (en coro): el 17 [valor] del Término 6!

L4. Yaneth: O sea hacemos asi: 17 + 282 = 299.

(Dialogo entre estudiantes, VERGEL, 2015).

De hecho, Yaneth interactia con otro grupo de compafieros y se atreve a exponer a este
que con el método puede calcular otro término (refiriéndose al Término 1000) y dice:

Yaneth: si queremos conseguir el numero del [término] 1000 lo que hacemos es primero restar
6 del 1000 y ... lo multiplicamos por 3 ... bueno ... este resultado le sumamos siempre el 17
(Exposicion de Yaneth en VERGEL, 2015).
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Observamos que Yaneth ha logrado plantear una relacion implicita, la cual nosotros
escribiriamos como 17 + (1000 — 6) X 3 = 2999, y, més generalmente, como T,, = T, +
(n—a) X 3, con a = 6. Consideramos que hay, aqui, una proto-analiticidad o analiticidad
incipiente, en el sentido que se aproxima a un calculo de términos. Observemos que la relacion
que nosotros escribimos como T,, = T, + (n —a) X 3, con a = 6, no es mas que la formula
correspondiente al término general de la secuencia numérica, la cual en términos funcionales
esT, = 3n—1(dadoque T, = 3a —1).

Proponemos, en consecuencia, pensar en una zona conceptual en la cual se confunden
formas sofisticadas de generalizacion aritmética y proto-formas de pensamiento algebraico
(basadas en una proto-analiticidad). El caso de la profesora de primaria, que exponemos a
continuacion, pretende aportar mas evidencias empiricas con el objetivo de substanciar la

discusion en relacion con la zona conceptual aludida.

3.2 Analisis y resultados del caso de la profesora de primaria

El programa de extension o proyecto de fortalecimiento curricular en matematicas,
aludido anteriormente, con profesores de basica primaria (SED, en prensa) tenia por objetivo
proponer orientaciones didacticas a los maestros de matematicas de 150 instituciones
educativas de la ciudad de Bogota (Distrito Capital, Colombia) para el trabajo en sus clases de
matematicas. Mas especificamente, el proyecto pretendia aportar elementos didacticos para
promover el desarrollo del pensamiento légico matematico en los estudiantes de todos los
grados de la escolaridad. Uno de los aspectos que desarroll6 el proyecto consistia en disefiar y
validar una serie de tareas que, justamente, posibilitaran, en su abordaje por parte de los
maestros y de los estudiantes, el desarrollo de pensamiento matematico.

Varias de las tareas propuestas en el proyecto de fortalecimiento curricular tenian que
ver con secuencias de patrones (tanto numéricas como figurales, ambas con apoyo tabular) y se
promovieron algunas reflexiones con los maestros sobre la importancia didactica del trabajo en
el aula a partir de este tipo de secuencias. Durante el proyecto se plante6 a los maestros la

siguiente secuencia figural apoyada con representacion tabular (Figura 4):

Figura 4 - Secuencia figural con apoyo tabular propuesta en el proyecto SED
Fuente: SED (en prensa)
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En su actividad, los profesores habian construido las figuras 5 y 6 que fueron solicitadas,
y tuvieron la oportunidad de analizar la secuencia, poniendo especial atencion a la articulacion
de las estructuras espacial y numérica en la idea de identificar las variables independiente y
dependiente, asi como proponer alguna relacion entre ellas. Se esperaba que estas reflexiones
didacticas sirvieran de insumo para el trabajo posterior que ellos desarrollarian con sus
estudiantes a través de la implementacion de las tareas, cuyas producciones debian ser
analizadas a la luz de las ideas tedricas, provenientes de la didactica de la matematica, que se
discutian previamente en las sesiones de trabajo. Frente a la pregunta ¢ cuantos circulos tiene la

figura 100?, una profesora de basica primaria responde de la siguiente manera:

Figura 5 - Produccion de una profesora de basica primaria que evidencia una generalizacion aritmética
sofisticada®
Fuente: SED (en prensa)

Es clave destacar el sorprendente parecido de la produccion sofisticada de esta profesora
con la produccion de Yaneth, analizada anteriormente. Recordemos que la estudiante aborda
una secuencia numérica con apoyo tabular, mientras que la profesora trabaja sobre una
secuencia figural con apoyo tabular. En su produccion se observa que Yaneth se ancla en 17 que
corresponde al valor del Término 6. Por su parte, en su respuesta se observa como la profesora
se ancla en el nimero de circulos de la Figura 4 (7 circulos). Ella dice:

Profesora del primario: 96 es lo que le hace falta a 4 para llegar a 100 y cada figura aumenta
de a 2, entonces lo que hago es multiplicar 96 X 2 y a ese resultado le sumo 7 que son los
circulos de la figura 4 (Exposicion de la maestra en SED, en prensa).

El hecho de contar con indices perceptivos generalizables en las secuencias figurales

2 Transcripcion del didlogo en la Figura 5: Ejemplo: Hallar la cantidad de circulos que puede tener la fig. 100
conociendo el recorrido de las figs 1, 2, 3 y 4. Como se han recorrido 4 figuras faltarian 96 y como cada figura
aumenta en 2 circulos multiplico 96X2 = 192 y le agrego los circulos correspondientes a la fig. 4 o sea 7 y los
sumo 192 + 7 = 199. Luego 199 es el equivalente para la fig. 100. Concluyo entonces que la formula aplica para
hallar el # de circulos en determinada figura.
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propulsa una articulacion de las estructuras espacial y numérica, articulacion que viene a
constituir un aspecto clave en el desarrollo del pensamiento algebraico (RADFORD, 2010,
2013, 2018; VERGEL, 2015; VERGEL; ROJAS, 2018).

No obstante, lo que esté faltando aqui, al igual que en el caso de la produccion de Yaneth,
es que la profesora produzca una formula, no necesariamente simbolica, que es justamente el
resultado de la deduccidn, en donde las variables lleguen a cobrar vida, para decirlo una vez
mas, emerjan a la conciencia, a través de la designacion semidtica. La profesora presenta
dificultades en la produccion de la formula debido a que no ha logrado significar las variables
que entran en juego, ni tampoco su relacion. Las investigaciones de Vygotsky (2007) muestran
que la palabra cumple un rol fundamental en la totalidad de la conciencia y no en sus funciones
aisladas, pues asumir palabras con un sentido especifico contribuye a fijar una idea o concepto
en la conciencia. En el siguiente didlogo, sostenido con la profesora, alcanzamos a observar la
dificultad para concretar la relacion funcional entre las variables intervinientes materializada
en una formula:

Investigador: ;Es posible expresar una formula concreta que te permita calcular el niumero de
circulos de la figura 5007

Profesora de primaria: Me toca saber que hay 7 circulos en la figura 4. Si me dices figura 500
... Yo hago una resta ... de 500 quito 4 y me quedan ... 496 [hace la operacion en una hoja de
papel]. Ahora, esos 496 los tengo que multiplicar por 2...

Investigador: ;jPor qué debes multiplicar por 2?

Profesora de primaria: Ah ya ... porque las figuras aumentan en 2 ... entonces lo que yo hago
es multiplicar por 2 los 496 ... y eso me da ... 992 [hace la operacion con lapiz y papel]. A este
resultado le tengo que sumar los circulos de la figura 4 que es mi ayuda.

(Diélogo entre la profesora de primaria y el investigador, SED, en prensa).

La expresion semiotica, que nosotros escribiriamos como T, = T, + (n —a) X 2, con
a = 4, se concreta a partir del reconocimiento de las variables involucradas y de su relacion de
co-variacion. Dado que T, = 2a — 1, la expresion semidtica del término general esta dada por
T, = 2n — 1. La produccion de la profesora no se concreta en una formula, que es el resultado
de la deduccion. Vygotsky (2007, p. 338) plantea que la produccion escrita no produce en modo
alguno la historia del habla oral, “la semejanza de ambos procesos es mas bien externamente
sintomatica que sustancial”.

No es una simple traduccion del habla oral a signos escritos. La profesora se ha anclado
en el nimero de circulos de la figura 4 y sabe que, luego, debe proceder con una multiplicacién
(496 x 2). Ademas, reconoce que estos dos resultados (numero de circulos de la figura 4 y 992)
debe sumarlos para llegar a responder por el numero de circulos de la figura 500. No obstante,
la expresion semidtica no aparece, todavia, pues no ha reconocido el significado de las variables

(ntimero de figura y niimero de circulos de la figura) y la relacion entre ellas no emerge aiin a

Bolema, Rio Claro (SP), v.36, n.74, p.1174-1192, dez. 2022 1187



@ ® ISSN 1980-4415
B DOI: hitp://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v36n74al

la conciencia, esto es, no hay una designacion semidtica que exprese la relacion de co-variacion
entre las variables.

Es por esto que afirmamos, una vez mas, que, al igual que en el caso de la produccion
de Yaneth, estamos frente a la presencia de una proto-analiticidad, en tanto que su produccion
se aproxima a un calculo de términos que queda cerca de una expresion multiplicativa, la cual

no se materializa, como tampoco las variables.

4  Conclusiones y consideraciones finales

Desde las reflexiones epistemologicas y el analisis semiotico planteados en este trabajo,
es posible, por tanto, pensar en lo que proponemos llamar una zona conceptual de formas de
pensamiento aritmético sofisticado y proto-formas de pensamiento algebraico, zona que estaria
caracterizada, fundamentalmente, por el solapamiento o entrecruzamiento de estas dos formas
de pensamiento matematico y que se puede inscribir en el marco de lo que se ha dado por llamar
la zona de emergencia del pensamiento algebraico (RADFORD, 2010).

El andlisis presentado en este trabajo brinda una pauta para pensar que es posible una
evolucion desde una generalizacion aritmética hacia una generalizacion aritmética sofisticada
y, a su vez, hacia una proto-forma de pensamiento algebraico, categorias que han sido
consideradas desde la TO. Justamente, una de las contribuciones de Vygotsky (2001) fue
posicionar la relacion crucial que existe entre la instruccion y la maduracion de las funciones
psiquicas listas a madurar, pues con una instruccién conveniente (Obuchenie) las funciones
psicolégicas, que estdn proximas a desarrollarse, podran hacerlo. Desde la TO, tal y como
sugiere Radford (2014, 2017), para remarcarlo una vez mas, es el contenido o la materialidad
de la actividad lo que hace aparecer el saber algebraico de cierta manera. En este sentido, los
sujetos encuentran condiciones de posibilidad de su pensamiento en las formas de actividad
histéricamente desarrolladas de su sociedad (RADFORD, 2021a).

Los dos casos que hemos discutido en este trabajo evidencian que no hay designacion
semiotica de las variables en juego. El significado de la variable no es otra cosa que una
generalizacion (VYGOTSKY, 2007). Por ejemplo, en el caso de Yaneth, el multiplicador del 3
no es designado semidticamente. Su produccion no va mas alld de una aproximacion a un
calculo de términos que se encuentra proxima a una expresion multiplicativa. Esta proximidad
casi hace aparecer la variable, pero en realidad no aparece, por lo que no hay, todavia, deduccion
explicita, es decir, no hay una formula.

En el caso de la produccion de la profesora de primaria, observamos que tampoco se
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produce una féormula (no necesariamente simbdlica), que seria el resultado de la deduccion. En
otros términos, las variables no llegan a cobrar vida, no emergen a la conciencia. De alli la
importancia de la palabra para fijar la idea en la conciencia, para hacerla tangible. Como plantea
Vygotsky (2007, p. 438), “El pensamiento no se refleja en la palabra, sino que se realiza en esta.
Por esta razon, podria hablarse del proceso de formacion del pensamiento en la palabra”.

En las dos producciones analizadas semidticamente observamos que la variable no llega
al campo de la enunciacion, esto es, la formulacion (producto de la deduccion) o generalizacion.
El hecho de que la variable no sea enunciada, o no significada, sugiere una dificultad hacia la
generalizacion. Por eso decia Vygotsky (2007, p. 426) que “generalizacion y significado de la
palabra son en esencia sindbnimos”. El analisis semiotico de las producciones en los dos casos
también sugiere que estamos frente a proto-formas de pensamiento algebraico, pues la variable
tampoco se situa en el campo de la intuicion, como es el caso de las generalizaciones algebraicas
factuales, en las cuales la variable es intuida a través del movimiento de la actividad semiotica.
En este tipo de generalizacion algebraica, como ha mostrado Radford (2013, p. 12), la
designacion semidtica se evidencia a partir de “una actividad multimodal en la que intervienen
la percepcion, los gestos, los simbolos matematicos y el lenguaje natural”.

Dado que la profesora elabora una multiplicacion para encontrar la figura 100 de su
secuencia y, por su parte, Yaneth elabora una suma, podriamos preguntarnos si la diferencia en
sus respuestas tiene que ver con el hecho de que ellas dos tengan diferentes grados de
conciencia. Esta cuestion merece un mayor analisis, y aun cuando la profesora pudiera tener
mayor experiencia en el trabajo con secuencias, como lo hemos sefialado en el anélisis, ella no
alcanza a concretar una formula debido a que no ha logrado significar las variables que entran
en juego, ni tampoco su relacion, situacion que también aparece en el caso de la produccion de
Yaneth.

En términos de desarrollar una mayor sensibilidad didactica por parte de los profesores
de matematicas frente a los procesos de aprendizaje de los estudiantes, consideramos pertinente
continuar auscultando este tipo de deduccion incipiente o primitiva (proto-analiticidad) a través
de reflexiones epistemologicas en el contexto de las generalizaciones observadas en las
secuencias numéricas y figurales con apoyo tabular.

Estas reflexiones deben tener en cuenta la idea de analiticidad, que caracteriza el
pensamiento algebraico, y, a su vez, no desestimar las generalizaciones inductivas, las cuales
parecen apoyar las generalizaciones de tipo aritmético. Mas especificamente, proponemos
investigar detenidamente la deduccion, pues esta podria adquirir significados diferentes en la

medida en que una [deduccion] proviene de una abduccion, como es el caso de las
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generalizaciones algebraicas, mientras que la otra [deduccion] procede de una asercion no

abductiva, como en el caso de las generalizaciones aritméticas.

Reconocimiento

Este articulo profundiza el trabajo presentado en la XV Conferencia Interamericana de
Educacion Matematica de 2019, titulado “Una posible zona conceptual de formas de

pensamiento aritmético "sofisticado" y proto-formas de pensamiento algebraico”.
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