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Resumen

La presente investigacion es un estudio realizado con 194 estudiantes del Centro Universitario de la Costa Sur,
en Autlan, México, cuyo objetivo es analizar los errores mas comunes que los alumnos de primer semestre
presentan en las producciones, al operar con los distintos significados que pueden tener las letras en &lgebra y
con base a esos resultados, establecer su ubicacion dentro de alguna de las cuatro categorias de entendimiento
en el uso y significado de las letras en algebra que propone Kiichemann (1980). Los resultados muestran que
mas de la mitad de los estudiantes de este nivel educativo no manifiestan dificultades al evaluar las letras,
manejarlas como objetos o considerar su presencia, sin embargo, si revelan deficiencias en el discernimiento
para comprender el uso y significado de las letras como incdgnitas de valor especifico, nimeros generalizados y
como variables.

Palabras-clave: Errores. Tareas Algebraicas. Usos de las Letras. Niveles de Entendimiento. Estudiantes
Universitarios.

Abstract

The present investigation is a study with 194 students of the Centro Universitario de la Costa Sur in Autlan,
Mexico. It aims to analyze the most common mistakes that first semester students show in the productions, to
operate with different meanings that may have letters in algebra and, based on these results, establish its location
within one of the four categories of understanding in the use and meaning of letters in algebra proposed by
Kichemann (1980). The results show that more than half of the students at this level of education do not show
difficulties in evaluating letters, handling them as objects or considering their presence, however, it does reveal
deficiencies in the discernment to understand the use and meaning of the letters as unknown of specific value,
numbers, and variables such as widespread.

Keywords: Errors. Algebraic Tasks. Uses of Letters. Levels of Understanding. University Students.
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Historicamente la ensefianza y aprendizaje del &lgebra no han producido los resultados
deseados en la formacion educativa de los estudiantes de educacion secundaria y bachillerato
(BOOTH, 1981, 1988; KUCHEMANN, 1978, 1980; URSINI; TRIGUEROS, 2004;
USISKIN, 1988; RUANO; SOCAS; PALAREA, 2008; HODGEN et al., 2009). En la
actualidad, esta situacion no ha cambiado y se refleja en el desempefio de aquellos
estudiantes, quienes al ingresar a la universidad manifiestan un deficiente aprendizaje, con
nociones pobres acerca de conceptos algebraicos elementales, exhibiendo un cimulo de ideas
confusas que dificilmente asimilan o retienen, provocando dificultades en el entendimiento de
nociones y conceptos basicos del &lgebra (LINCHEVSKI, 1995; POCHULU, 2005;
CAPUTO; MACIAS, 2006; FERREYRA et al., 2010). Esta situacion puede tener importantes
repercusiones cuando los estudiantes se enfrentan con asignaturas de matematicas cuyos
contenidos tienen un mayor nivel de complejidad cognitiva y que pueden tener mucha
importancia en su desarrollo profesional posterior.

En lo que respecta a investigaciones relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del
algebra en niveles educativos superiores en México, consideramos aportaciones importantes
los trabajos de Backhoff y Tirado (1993), quienes afirman que, aproximadamente, mas de la
mitad de los estudiantes universitarios participantes en su investigacion, tienen problemas con
el dominio de los conocimientos basicos de algebra que se imparten en secundaria
(comprensidon del despeje de incognitas, evaluacidn de expresiones algebraicas, simplificacion
de ecuaciones algebraicas lineales, solucion de ecuaciones de primer grado y planteamiento y
solucién de problemas en términos de ecuaciones). Asi mismo, Ursini y Trigueros (2006
realizaron estudios orientados a evaluar el domino del manejo de la variable en estudiantes
universitarios y mencionan, en sus resultados, que la mayoria de los sujetos analizados s6lo
son capaces de integrar los usos de las letras como nimero general y como incognita cuando
se les presentan problemas sencillos. Muchos de ellos tampoco son capaces de simbolizar
expresiones, ni interpretar el papel de las variables involucradas en el problema, ni establecer
0 manejar las relaciones entre las variables.

Por otra parte, Usiskin (1988) sefiald que en el aprendizaje del algebra, un tema de
gran dificultad ha sido, resolver tareas algebraicas centradas en las operaciones basicas
(sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de expresiones algebraicas), en la formulacion y
solucion de ecuaciones, asi como el manejo de las funciones. Kiichemann (1980), al respecto,
establecio que las razones de estas dificultades pueden residir en los diferentes usos que los

estudiantes dan a las letras cuando éstas se presentan en distintos contextos, manifestando en
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muchas ocasiones su incapacidad de distinguir sus significados. Diversos trabajos de

investigacion han sido enfocados a los usos de las letras en algebra y su relacion con el
concepto de variable, entre ellos Collis (1975), que documenta las diversas maneras que los
estudiantes interpretan las letras empleadas como simbolos matematicos. Tomando como
base este trabajo, Kichemann (1980), identifica seis tipos de usos de las letras en las
matematicas escolares de nivel secundaria: letra evaluada, letra no utilizada o ignorada, letra
como objeto, letra como incdgnita, letra como nimero generalizado y letra como variable,
que constituyen el referente que usaremos en la parte empirica de nuestro estudio.

En este trabajo queremos constatar el bajo nivel de conocimientos algebraicos que los
estudiantes tienen al ingresar a la universidad a través de los errores mas comunes y que no
corresponden a su grado académico. Asi, el objetivo de nuestro estudio es detectar, analizar y
organizar los errores sistematicos que tienen los estudiantes universitarios cuando abordan
tareas algebraicas que requieren el conocimiento y el manejo de distintos usos de las letras y
relacionar las dificultades que los originan con sus niveles de comprensién en algebra. Para
esto se consideré el test de evaluacion de Concepts in Secondary Mathematics and Science
Study in Algebra (CSMS), desarrollado en Inglaterra por el King’s College London, en 1980,
actualizado en 2008 y modificado y adaptado al contexto de México. A partir de esta
indagacion, revelamos cémo los problemas de aprendizaje no resueltos del algebra escolar en
niveles educativos obligatorios, en México, tienen incidencias aun en el nivel terciario de
formacion.

Muchos trabajos indagan sobre las dificultades de nifios de escuela elemental al usar
algebra, mientras que otros muestran formas de ayudar a los estudiantes para facilitar la
transicion curricular entre la aritmética y el algebra. Sin embargo, pocos estudios se enfocan
en mostrar que las dificultades que los estudiantes padecen en los niveles primario y
secundario persisten cuando éstos inician sus estudios superiores.

Por esta razon, consideramos que la relevancia de esta investigacion radica en
documentar las dificultades que presentan los estudiantes en el primer curso de matematicas
en la Universidad; de esa manera, podemos establecer un marco interpretativo importante
para todas aquellas instituciones educativas de nivel superior en las cuales el primer curso de
matematicas se compone, esencialmente, de contenidos algebraicos. Estudios de este tipo
pueden sugerir donde reforzar el conocimiento algebraico en aquellos estudiantes que, a pesar

de contar con una formacion algebraica previa, muestran carencias en esos conocimientos.

2 Antecedentes y Marco tedrico
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Diversos investigadores han manifestado que la dificultad de la significacion® de las
letras, no es un algo trivial para un buen nimero de estudiantes. Esta situacion fue constatada
por Kieran (1990, p.96) quien ejemplifica esta dificultad a través del siguiente ejemplo: “"En
aritmética, 12m puede significar 12 metros, es decir, 12 veces 1 metro. Pero en algebra, 12m
puede significar 12 veces un numero indeterminado de metros". Por tanto, la letra tiene dos
significados diferentes segln el contexto. Davis (1975) proporciono otro dilema en el uso de
la misma expresion para expresar dos cosas diferentes en el mismo contexto: a + b representa
a la vez, el procedimiento de afiadir a y b y el resultado de la suma; esto se caracteriza como
el dilema proceso-producto. EI mismo Davis sostiene que en algebra no hay una distincion
clara entre esas dos entidades. Para el mejor entendimiento del uso de las letras; Philipp
propuso siete categorias de agrupacion y describe con ejemplos los distintos usos de las

mismas:

Letras como etiquetas, como: f e y en 3f = 1y. En donde f se usa para denotar pies e
y para denotar yarda; como constantes z, e, y ¢; como incognitas para denotar x en
5x-9 =11; como ndmeros generalizados para denotar a, b en a+b=b+a; como
cantidades variables para denotar x, y en y=9x-2; como parametros para denotar
m, b en y=mx+b, y como simbolos abstractos para denotar e, x en €*=x. ( Philipp,
1992, p.160)

La variedad de significados que una sola letra puede tomar indica la complejidad que
tiene para los estudiantes, especialmente cuando éstos intentan identificarlas y utilizarlas en
diferentes contextos.

Mac Gregor y Stacey (1997) afirmaron que la mayoria de los estudiantes, hasta los 15
afios, no pueden interpretar letras como nimeros generalizados o incluso como incégnitas con
valor especifico; generalmente ignoran las letras y las reemplazan con valores numéricos, o
consideran las letras como etiquetas, es decir, abreviaturas de las caracteristicas de los objetos
(iniciales de nombres de personas, de objetos o lados de figuras geométricas, entre otras).
Afirmaron, también, que la principal explicacion para este tipo de error tiene vinculo directo
con los niveles de desarrollo cognitivo; sin embargo, proporcionaron explicaciones
alternativas para origenes especificos de interpretaciones err6neas que no han tenido
demasiada repercusion en la literatura, ya que pueden o no estar asociados con el nivel
cognitivo. Segun ellos, estos origenes son supuestos intuitivos y de razonamiento pragmatico

acerca de una nueva notacién, las analogias con los sistemas de simbolos familiares, la

! palarea (1999) define significacion de las letras como: el uso y significado que los estudiantes les dan a las
letras en el algebra.
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interferencia del nuevo aprendizaje en matematicas y los efectos de los materiales didacticos

mal elaborados.

Un andlisis més detallado acerca del uso de la letra en el algebra, lo encontramos en

Kichemann (1980), quien realizé investigaciones que involucraban a estudiantes ingleses

entre 15 y 18 afios que cursaban sus estudios de secundaria, clasificando los usos de las letras

de la siguiente manera:

1.

Letra evaluada. Es la asignacion de valores numéricos arbitrarios a las letras; por
ejemplo ante la cuestion, Sie + f=8; e + f + g = ? algunos estudiantes expresan
como resultado, e + f + g = 12, asignandole valores arbitrarios de 4 a cada una de las
incognitas, 4 + 4 + 4 =12,

Letra ignorada. En expresiones como 2x + 3y + 7z, algunos estudiantes dan como
respuesta 12xyz; en este caso, los estudiantes trabajan realizando las operaciones
aritmeticas (2+3+7), ignorando la presencia de las letras o, en el mejor de los casos,
las consideran, pero no tienen significado para ellos.

Letra como un objeto. Las letras pueden ser utilizadas como abreviaturas de nombres
de objetos 0 como objetos en si mismos, por ejemplo: 4p + 3e, podria representar el
enunciado 4 profesores y 3 estudiantes.

Letra como una incognita especifica. Los estudiantes perciben que las letras tienen un
valor especifico pero desconocido. Por ejemplo, la expresién E + B + C nunca sera
igual a E + D + C, porgue B no es igual a D (aunque ambas sean reconocidas como
variables que deben ser siempre con valor diferente una de la otra), ya que son
representadas por diferentes letras del alfabeto.

Letras como nimeros generales. Los estudiantes perciben que las letras representan
valores, o por lo menos son capaces de tomar varios valores en lugar de sélo uno. Por
ejemplo, los estudiantes, si se les pide que elaboren una lista de todos los valores
posibles para la expresion a + b = 20, presentan generalmente una lista con varios
nameros enteros que satisfacen la condicion. Sin embargo, tienden a no darse cuenta
de que deben expresar, de manera obligatoria, todos los nimeros que satisfacen la
condicion.

La letra como variacion de cantidad (variable). Aqui los estudiantes ven las letras
como la representacion de un rango de valores no especificados, incluyendo todos los
nameros racionales e irracionales. Los estudiantes también comprenden que la
variable se define por su relacion con otros términos en la expresion. Por ejemplo, en

la expresion f + g = 10 el valor de f es dependiente del valor de g.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 28, n. 50, p. 1545-1566, dez. 2014 1549



I@ ®®@| ISSN 1980-4415
DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v28n50a26

En el mismo estudio, Kiichemann (1980, p.70) identifica las primeras tres categorias
de los usos de la letra (evaluada, ignorada y como objeto) en el nivel més elemental del
manejo de ésta. En cambio, cuando los participantes reconocen las variables como incdgnitas
especificas, numeros generales o variacion de cantidades, considera que tienen un
entendimiento alto sobre el concepto de la misma. En este mismo sentido, sostiene que un
estudiante habrd comprendido perfectamente el uso de los simbolos literales en algebra
cuando sea capaz de trabajar con la “letra como variable”. Sugiere también, que es mas facil
para el estudiante trabajar con la “letra como incognita especifica” que con la “letra como
nimero generalizado”, y que es mas facil trabajar con la “letra como numero generalizado”
que con la “letra como variable”.

A partir de estas consideraciones, Kichemann formula la relacion existente entre los
distintos usos de las letras y caracteriza cuatro niveles de entendimiento de estudiantes en
relacién a su significado y su uso.

Nivel 1: en el primer nivel se resuelven las tareas puramente numéricas o que tienen una
estructura algebraica simple (sustituciones numéricas directas en expresiones algebraicas en
donde las literales no tienen coeficientes, multiplicacion de datos numéricos, simplificacion
de términos semejantes que involucran una sola letra como incognita). Los estudiantes en este
nivel son capaces de resolver problemas mediante el uso de las letras como objetos (lados de
figuras geométricas, iniciales de nombres de objetos) o sin usarlas en absoluto. Cuando a
estos estudiantes se les presentan letras como incognitas especificas, tienden a evaluarlas o no
utilizarlas para resolver dichas situaciones. Un ejemplo de tarea propia de este nivel es: Si a +
5 = 8 entonces a = ..., donde la letra puede ser evaluada directamente con un valor numérico
que cumpla la igualdad.

Nivel 2: la diferencia con el anterior, es la mayor familiaridad con la notacién algebraica que
les permite a los estudiantes resolver tareas de mas complejidad. Por ejemplo, en la tarea: Si m
= 3n+1 y n =4 entonces m = ..., los estudiantes deben hacer frente a una expresion literal
ambigua antes de poder evaluar una letra. En este nivel existe una mayor disposicion para
aceptar respuestas que aparecen incompletas o ambiguas.

Nivel 3: en este nivel las letras son usadas como incognitas de valor especifico, que
representan numeros en lugar de objetos; sin embargo, los estudiantes en este nivel sélo
pueden manejar las incognitas que presentan estructuras algebraicas simples. Por ejemplo,
cuando se les solicita sumar 4 a 3n, no encuentran dificultad, pero al intentar resolver tareas
en las que sea necesario multiplicar 4 por n+5, son incapaces de efectuar de manera correcta

las 2 operaciones necesarias.
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Nivel 4: los estudiantes de este nivel pueden hacer frente a contextos en los cuales se requiere,
como minimo, que las letras sean consideradas como incégnitas especificas, pero donde hay
una fuerte tendencia a tratar las letras como objetos, como se indica en esta otra tarea: Si los
pasteles cuestan p centavos cada uno y las empanadas e centavos cada una ¢Qué significa 4p
+ 3e? En este caso, los estudiantes deben ser capaces de distinguir que las letras no son
etiquetas de las caracteristicas propias de los objetos (iniciales) e inferir que la expresion
enunciada puede representar distintos valores. Asi mismo, este nivel involucra el manejo de
las letras como numeros generalizados y como variables, como muestra la siguiente: ¢Cual es
mas grande 2+n o 2n? Los estudiantes considerados dentro de este nivel de entendimiento
deben ser capaces de expresar y justificar la respuesta a este item de manera generalizada y no
limitarse a la evaluacion de sélo algunos valores numéricos que satisfagan la expresion. Por
esta razdn, este nivel es considerado el de mayor exigencia cognitiva descrito por
Kiichemann.

Usiskin (1988) sostiene que el uso de las letras puede aplicarse en diferentes contextos
y con distintos significados en cada uno de ellos y, dependiendo del contexto en el que se
presentan, son tratadas de diferente manera; sostiene que el entendimiento del concepto de
variable es el de mayor nivel de entendimiento del uso de las letras, pues implica la
posibilidad de superar la simple realizacién del célculo y operaciones con letras o con
simbolos, para alcanzar un entendimiento de las razones por las que funcionan estos
procedimientos, la capacidad de prever hacia dénde conducen y la posibilidad de establecer
relaciones entre los aspectos que asume la variable. De esta forma, destaca varias
asociaciones de uso de las letras a diferentes concepciones del algebra en el cual se utilizan.
Por ejemplo, una letra puede representar una incognita especifica, esto es, un nimero
desconocido pero especifico que puede ser calculado considerando las restricciones dadas;
como numero generalizado, es decir, un nimero indeterminado comprendido dentro de un
método general; o ser utilizado para representar una relacion funcional entre dos cantidades
cuyos valores cambian. Més aun, puede utilizarse de diferentes formas en momentos distintos
dentro de un mismo problema, asumiendo distintas caracterizaciones. Estas capacidades son
esperadas en alumnos de primer curso universitario, como con quienes se llevo a cabo esta

investigacion.

3 Descripcién metodoldgica
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Nuestra investigacion responde a un estudio descriptivo de cardcter cuantitativo y
cualitativo, dirigido al analisis del uso de las letras en &lgebra y los errores manifestados por
los estudiantes de primer curso universitario al resolver distintas tareas algebraicas. Los
participantes fueron en total 194 estudiantes de primer curso universitario, del Centro
Universitario de la Costa Sur de la Universidad de Guadalajara, México, cuyas edades
oscilaron entre 18 y 20 afios. Los alumnos participantes fueron elegidos por el nivel educativo
en el que estaban inscritos en el momento de realizar este trabajo.

El desarrollo del estudio se llevo a cabo entre septiembre y diciembre de 2012 y se
basé en la categorizacién de los distintos usos de las letras propuestos por Kiichemann (1980),
con el fin de caracterizar la forma en la que los estudiantes interpretan los simbolos literales
en diferentes contextos algebraicos. Para ello se aplico un cuestionario escrito en el que los
alumnos deben interpretar y manipular expresiones algebraicas, asi como resolver problemas
representados por simbolos literales. Este instrumento estd basado en el modelo del proyecto
Concepts in Secondary Mathematics and Science Study in Algebra referido en la introduccion,
y para su mejor comprension por los estudiantes, se realizaron modificaciones en el lenguaje
para adaptarlo al contexto social mexicano en el cual se implementd.

El instrumento, originalmente disefiado por Kiichemann, Brown y Blackeley
(KUCHEMANN, 1980, p.16), esta compuesto por 23 tareas en torno de distintos contenidos
algebraicos: sustitucion formal, simplificacidn, generalizacion y formulacion, interpretacién y
solucién de ecuaciones®. Se aplicé en sesiones de 50 minutos y, una vez analizadas las
respuestas, se realizaron entrevistas semi-estructuradas (HERNANDEZ; FERNANDEZ;
BAPTISTA, 1999) a una muestra de 10 estudiantes, con el objetivo de profundizar en la
busqueda de las fuentes de los errores mediante las respuestas expresadas de manera

incorrecta.

3.1 Las tareas

Las tareas fueron disefiadas por Kiichemann para cada categoria, describiéndose cada
una de ellas en funcion de la respuesta esperada, es decir, distinguiendo cuando los
estudiantes tenian que interpretar letras en cada item como valores evaluados, objetos,

incognitas con valor especifico, nimeros generalizados y variables. La evaluacion de la

2 Es posible consultar el cuestionario a través del enlace: http://goo.gl/MSQIXQ.
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prueba fue organizada de acuerdo con los niveles de entendimiento en el manejo de las letras
de este autor, bajo el siguiente formato:
Letra evaluada. Se asigna a la letra un valor numérico.
Letra ignorada. Se ignora la letra presente o al menos se reconoce su existencia sin darle
significado.
Letra como objeto. Se considera la letra como una forma abreviada de un objeto o como
objeto en si mismo con valor propio.
Letra como incognita de valor especifico. Se considera una letra como numero Unico, pero
desconocido y que pueden operar directamente sobre ella.
Letra como nimero generalizado. La letra es vista como una incognita que puede tomar
varios valores
Letra como variable. Las letras son la representacién de un rango de valores desconocidos y
con una relacion sistematica existente entre estos conjuntos de valores.

Las tareas relacionadas con cada uno de los niveles de entendimiento, que fueron
consideradas para el anlisis de las respuestas de la prueba aplicada se presentan en el Cuadro

1 y son las misma que propone Kiichemann (1980).

Nivel Criterio
Menos de 4 respuestas correctas de las tareas del nivel 1
Al menos 4 de 6 respuestas correctas de las tareas 5(a), 6(a), 7(b), 8, 9(a), 13(a).
Al menos 5 de 7 respuestas correctas de las tareas 7(c), 9(b), 9(c), 11(a), 11(b), 13(d), 15(a).
Al menos 5 de 8 respuestas correctas de las tareas 4(c), 5(c), 9(d), 13(b), 13(h), 14, 15(b), 16.
Al menos 6 de 9 respuestas correctas de las tareas 3, 4(e), 7(d), 17(a), 18(b), 19, 20, 21, 22.

Cuadro 1 - Tareas y niveles de entendimiento

Fuente: Kiichemann (1980, p.64-69)

A WNPEF O

La prueba se aplic en las primeras semanas del ciclo escolar y se seleccionaron las
carreras de Licenciatura en Nutricién, Licenciatura en Administracion de Empresas, Técnico
Superior en Electronica y Mecanica Automotriz, Ingenieria en Procesos y Comercio
Internacional, Ingenieria en Teleinformatica e Ingenieria en Recursos Naturales y

Agropecuarios.

4 Resultados y discusién

En este apartado presentamos y discutimos los resultados obtenidos mediante la
aplicacion del cuestionario. En primer lugar se fundamentan las razones por las cuales se
ubicaron a los estudiantes en los distintos niveles de entendimiento tomando como referencia

principal el marco propuesto por Kiichemann (1980). A continuacién, detallamos algunas
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respuestas significativas, que nos llevaron a situar a los estudiantes participantes en este
estudio en los distintos niveles antes mencionados. Al mismo tiempo, consideramos que el
andlisis de los errores en las producciones de los estudiantes, junto con las entrevistas
realizadas, aportaron evidencias importantes sobre las probables fuentes de los mismos, lo
cual permitié confirmar cierta similitud de los errores informados en este estudio con aquellos

errores resefiados en la literatura consultada.
4.1 Designacion de los estudiantes en los diferentes niveles de entendimiento

Con el objetivo de explicar el método empleado para ubicar a los estudiantes en los
respectivos niveles de entendimiento, describiremos como ejemplo el andlisis de las

respuestas del estudiante nimero 1, situado en el primer nivel (Tabla 1):

Tabla 1 - Respuestas correctas requeridas para el nivel 1

Tareas
# Estudiante 5a 6a 7b 8 9a 13a
1 v v v v X X

La tabla 1 muestra que el estudiante contesta correctamente (/1) a cuatro tareas e
incorrectamente (x) a dos de las disefiadas para el nivel 1. Es decir, responde correctamente al
menos a 4 de las 6 tareas de ese nivel, cumpliendo con suficiencia la condicidn requerida en el
Cuadro 1. Para completar nuestra valoracion, evaluamos las respuestas a las tareas
consideradas en el nivel 2, no cumpliendo con el nimero minimo de respuestas correctas de
las tareas requeridas de ese nivel, 5 de 7, como muestra la tabla 2.

Tabla 2 - Respuestas correctas requeridas para el nivel 2

Tareas
# Estudiante 7c 9b 9c 11a 11b 13d 15a
1 v X X v X X v

De manera similar se procedié con el total de las pruebas analizadas con el objetivo de
categorizar a todos los estudiantes. A continuacion, resefiaremos los resultados obtenidos,

distinguiendo las respuestas de los estudiantes ubicados en cada nivel de entendimiento.
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4.2 Resultados particulares del nivel 1 de entendimiento

La tabla 3 muestra los resultados del analisis de las respuestas de los estudiantes
ubicados en este primer nivel de entendimiento® a los items del nivel 2. Se presentan el
nimero de estudiantes que no dieron respuestas a determinadas tareas, la cantidad de
respuestas correctas y la e respuestas incorrectas. Consideramos conveniente recordar que de
acuerdo con la metodologia establecida por Kichemann (1980), se analizan las respuestas
erroneas del nivel inmediato superior, las cuales imposibilitan ubicar a los estudiantes en ese
nivel de entendimiento. Por Gltimo, en la parte inferior se presenta el analisis de las respuestas
incorrectas que se observaron en las producciones de los estudiantes de ese nivel. Las
respuestas analizadas nos llevaron a situar en él al 25.6% del total de la muestra.

Tabla 3 - Estudiantes del nivel 1: tipos de respuesta y usos de las letras

item

7c 9 9c 112 11b 13d 15a
Tipo de respuesta
Sin respuesta 19 7 10 20 22 4 12
Correctas 17 34 28 24 12 28 13
Incorrectas 14 9 12 6 16 18 25
Uso de las letras
Evaluada 2 2 7 v v 0 25
Ignorada 12 7 5 0 4 18 0
Como objeto 0 0 0 0 0 v 0
Incdgnita de valor especifico 4 0 0 2 9 v
Numero generalizado 0 v v 4 3 0

Como se puede observar en la tabla 3 , el item 15(a), present6 la mayor frecuencia de
respuestas erroneas por parte de los estudiantes ubicados en el nivel 1. EI 74% de los
estudiantes respondieron de manera incorrecta el citado item, aplicando un procedimiento
mediante el cual sustituian los datos numéricos dados en el enunciado del problema para
intentar resolverlo.

La Figura 1 muestra un ejemplo prototipico de las respuestas que fueron consideradas

dentro de este primer nivel de entendimiento para el caso de los items de la tarea 9.

% En las tablas de resultados emplearemos el simbolo (v) para indicar cuél es el uso de la letra esperado como
respuesta correcta en cada una de las tareas analizadas.
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9

3 . £ d
Este cuadrado tienc sus lados de longitud g. “

Por tanto, para su perimetro, podemos escribir rP=4ag.

&Qué podemos escribir para el perimetro L
de cada una de las siguientes figuras?

Figura 1 - Respuestas del estudiante nimero 5 a la tarea 9

En la figura 1 se pueden apreciar las respuestas de dos de los usos mas habituales que
los estudiantes de este nivel atribuyen a las letras: letra como objeto y letra ignorada. En el
item 9 (b), el estudiante responde que el perimetro de la figura es p = 5e. En este caso el
estudiante identifica las letras presentes como objetos (los lados de la figura), asociando a la
letra e un valor desconocido, segun manifesto el estudiante en la entrevista posterior. Por otra
parte, se puede advertir en el item 9 (c), que el mismo estudiante ignora las letras presentes al
afirmar que el perimetro de esa figura es: p = 16.

Algunas otras respuestas incorrectas frecuentes exhibian diversas deficiencias en los
conocimientos no s6lo algebraicos, sino aritméticos, pues encontramos respuestas erroneas de
sumas y multiplicaciones aritméticas en las respuestas de algunas tareas. Asi mismo, en
algunas otras respuestas se advirtio la tendencia de los estudiantes a responder correctamente
las expresiones que les permitian resolver una expresion con una sola operaciéon y se
mostraban incapaces de resolver aquellas que les exigian mas de dos operaciones o relacionar
varias de éstas, evidenciando, de esta forma, deficiencias en sus conocimientos algebraicos
elementales. En algunos casos, los estudiantes son incapaces de resolver una suma algebraica,
como la incluida en el item 13 (a), del primer nivel - Escribe de manera sencilla la siguiente

expresion: 2a+ 5a =?... obteniendo respuestas como 7 o 7a°.
4.3 Resultados particulares del nivel 2 de entendimiento
Los resultados sitan en este nivel al 53.8% de los estudiantes, que fueron los que

resolvieron de manera correcta las tareas propias de los dos primeros niveles, pero en cambio,

no superaron las propias del nivel 3. La tabla 4 muestra los resultados del analisis de las
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respuestas de los estudiantes ubicados en este segundo nivel de entendimiento respecto a los

items del nivel 3.

Tabla 4 -Estudiantes del nivel 2: tipos de respuesta y usos de las letras
Item

4c 5cC 9d 13b 13h 14 15b 16

Tipo de respuesta

Sin respuesta 3 19 23 10 10 29 22 17
Correctas 35 25 30 38 60 29 27 11
Incorrectas 66 60 51 56 34 46 55 76
Uso de las letras

Evaluada 38 39 28 0 0 31 11
Ignorada 26 0 0 4 21 0 0

Como objeto 0 17 23 52 13 10 41
Incdgnita de valor especifico v 2 0 0 0 v 0 60
Nimero generalizado 0 4 v v v 0 v v
Otros 2 2 0 0 0 5 3 13

La tabla 4 destaca como la tarea que presentd mayor frecuencia de respuestas
incorrectas fue la 16 (Figura 2), ya que mas del 73% de los estudiantes de este nivel
expresaron respuestas utilizando las letras como incognitas de valor especifico en lugar de
considerarlas como numeros generalizados. Sobresale, también, la frecuencia elevada de
respuestas incorrectas encontradas en el item 13 (b), que presenté una alta frecuencia de
respuestas erroneas en los estudiantes ubicados en el nivel 2 (53.8%), utilizando la letra como
objeto, la mayoria de ellos son incapaces de aceptar una respuesta que incluya letras con el
significado de incAgnitas.

La figura 2 muestra otro ejemplo tipico encontrado en las respuestas de los estudiantes

de este nivel.

16. Qué puedes decir sobre de ¢ si c+d =10 )

y c esmenorque d ... 9=

Figura 2 - Respuestas del estudiante nimero 81 a la tarea 16

En este caso, el estudiante empled la letra como una incognita de valor especifico, es
decir, asigna un valor que satisface la condicion dada en el enunciado del problema, y acepta
ese valor como respuesta valida sin considerar que puede incluir un rango determinado de
valores conocidos (numeros generalizados). Para profundizar en esta consideracion, se

entrevisté al alumno:
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Investigador: Al observar tu respuesta al item 16, no me queda claro como la
obtienes. ;Me puedes comentar acerca de cdmo obtienes que ¢ =4y d = 10 como
respuesta?

Estudiante: Como dice que c y d, deben sumar 10, entonces dividi 10 entre 2 y me
dio 5. Después dice que ¢ es menor que d, por lo que d es 6 y ¢ debe ser 4.

I: ¢El resultado que obtuviste, satisface todos los casos posibles de respuestas que
pueden presentarse de la expresion algebraica enunciada?

E: No entiendo, ¢ Cuales casos posibles?

I: Es decir, ¢Puede haber otras parejas de nimeros que sumados den 10 y que uno
sea mayor que el otro?

E: Oh si, porejemplo3y7.

I: Asi es, otros ejemplos 2 y 8, 1y 9. ;| Mantienes la misma respuesta, después de las
observaciones que hicimos?

E:Ummm...no, entonces ¢,c puede tener mas valores aparte del 4?

I: Asi es, y como deben ser esos valores, observa los ejemplos. ¢Cuanto valia ¢ en
los ejemplos que dimos?

E: 4,3 21.

I: ¢ Como puedes expresar el valor de ¢, de acuerdo a esos ejemplos?

E: Quec puede ser 4 o menor que 4.

I: Correcto, finalmente para este problema, ¢Puedes decirme porque considerabas
que la incégnita sélo tenia un valor?

E: Pues, porque al encontrar un valor que la resolvia no busque més, al pensar que
con eso era suficiente...

Este analisis nos permite inferir que los estudiantes ubicados dentro de este nivel
manejan adecuadamente las letras en estructuras algebraicas con mayor dificultad cognitiva
que las consideradas en el nivel 1. Sin embargo, persiste su tendencia a evaluar las letras
cuando desconocen el procedimiento correcto para resolver una determinada tarea. Por otro
lado, muestran deficiencias para comprender que las letras pueden representar ndmeros
generalizados y variables. Finalmente, se percibe en las respuestas de estos estudiantes una
mayor disposicion para aceptar respuestas que parecen incompletas o ambiguas, lo cual puede

deberse a una mayor familiaridad con la notacion algebraica.

4.4 Resultados particulares del nivel 3 de entendimiento

En este nivel se incluyen aquellos estudiantes que pueden operar las letras como
incognitas de valor especifico, es decir, las letras ahora representan nimeros en lugar de
objetos. Sin embargo, estos estudiantes s6lo pueden manejar las incognitas que presentan
estructuras algebraicas simples y siguen encontrando dificultades para realizar las operaciones
que implican el manejo de estructuras algebraicas mas complejas.

Los resultados obtenidos del andlisis en las respuestas nos indicaron que el 17.9 % de
los estudiantes quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en el

Cuadro 1. La tabla 5 muestra el resumen de resultados respecto a los items del nivel 4.
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Tabla 5 - Estudiantes del nivel 3: tipos de respuesta y usos de las letras

item

3 4e 7d 17a  18b 19 20 21 22
Tipo de respuesta
Sin respuesta 0 1 3 0 1 2 3 23 4
Correctas 5 20 17 15 11 4 25 3 17
Incorrectas 30 14 15 20 23 29 7 9 14
Uso de las letras
Evaluada 0 4 0 0 0 0 0
Ignorada 0 5 0 0 0 0 0
Como objeto 4 0 11 14 23 0 4 0 10
Incognita de valor especifico 26 v 0 0 0 16 0 v 0
Numero generalizado v 0 v 4 4 0 0 4
Variable 0 0 0 0 0 0 0 0
Otros 0 5 4 0 0 8 3 9 4

En este caso hacemos especial énfasis en las tareas 3 y 19, las cuales presentan la
mayor frecuencia de respuestas erroneas entre los estudiantes ubicados en el nivel 3. Estas dos
tareas son las de mas alta exigencia cognitiva, ya que para responderlas de manera correcta
los estudiantes deben de involucrar la comprension del uso y significado de las letras como
nameros generalizados y como variable. Para la tarea 3, el 87.5% de los estudiantes
expresaron una respuesta incorrecta, mientras que casi el 83% contestaron de manera
incorrecta la tarea 19. En ambos casos se advirtié que la mayoria de los estudiantes, tienden a
emplear las letras como incégnitas de valor especifico. Estos registros altos en las respuestas
incorrectas, nos corroboran la falta de conocimientos de los estudiantes de este nivel para el
manejo y comprension de las letras como numeros generalizados y como variables; asi
mismo, se encontraron bastantes evidencias de estudiantes, que a pesar de estar ubicados
dentro de uno de los niveles de mayor exigencia cognitiva en el manejo de las letras,
contindan con su tendencia a utilizar las letras como objetos, como se identificé en las

respuestas encontradas en el item 18 (b) (Figura 3).

18. ;Cuando son verdaderas las siguientes expresiones - siempre, nunca, o a veces?
Siubrayar la respuesta correcta:

A+ B + C = C + A4 + B Siempre. unca. A veces, cuando . . o ... Lo
L+ M+ N=L +P + N Siempre. Nunca. vaces, cuando YY?. 2 =3 Ygual »~

Figura 3 - Respuestas a la cuestion 18 del estudiante nimero 176
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Esta respuesta concuerda con un patron repetitivo de soluciones a este item.
Especificamente 20 de los 35 estudiantes ubicados en este nivel dieron como respuesta
Nunca, lo que nos llevo a suponer que la fuente del error que ocasionaba las respuestas
incorrectas podria ser que los estudiantes consideraban las letras como objetos o que letras
distintas no pueden tener valores iguales.

Otro tipo de respuestas comunes, son las que encontramos para la tarea 3. La figura 4

muestra un ejemplo de respuesta dada a esta tarea.

3 Cudl es mas grande. 2n o n+2 X2

Explx’calo:‘ ".?CN qoe L2 eSS onddy v \‘\’19\_\(:‘0\.(:!.6!).‘ % SuEoen ‘,ev"(j o %)‘{?
=1 enYonces 4+2 =3 “w 2¢0)=2

Figura 4 - Respuestas a la tarea 3 del estudiante nimero 190

Como se puede observar en la respuesta del estudiante, persiste su tendencia a utilizar
las letras como incognitas de valores especificos y no concebir que las letras pueden
representar un rango de valores (nimero generalizado), limitandose a elegir un par de valores
que satisfagan la expresion que se le presenta y dando como valido el resultado
correspondiente.

Respecto a la tarea 19, casi el 75% de los estudiantes ubicados en este nivel

proporcionaron respuestas similares a la ilustrada en la figura 5.

19. a = b + 3. ;Qué sucede con a si b se incrementa en 2 ? [ Wale | ol |

Ff = 3g + 1. ,Qué sucede con F si g se incrementaen 2 7 S S V‘:‘\t oS

Figura 5 -Respuesta a la tarea 19 del estudiante 189

Los resultados obtenidos muestran que sélo un poco méas del 11% de los estudiantes
ubicados en el nivel 3 fueron capaces de emplear las letras como variables. Mas de la mitad
de los estudiantes del mismo nivel emplearon el uso de la letra como incégnita de valor
especifico, como procedimiento alternativo para resolver este item.

Conforme a las evidencias encontradas en el analisis de las respuestas en este nivel de
entendimiento, la mayoria de los estudiantes presentd carencias significativas en el uso y

comprension del significado de las letras como nimeros generalizados y como variable.
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4.5 Resultados particulares del nivel 4 de entendimiento

Para la ubicacion de los estudiantes en el nivel de mayor exigencia cognitiva,
consideramos aquellos que eran capaces de emplear las 6 categorias descritas del uso de las
letras. Los resultados obtenidos del analisis de las respuestas, nos indicaron que el 2.7% del
total de la muestra quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en
el Cuadro 1. En la tabla 6 se muestran los resultados de los alumnos ubicados en este nivel

respecto a los items correspondientes al mismo.

Tabla 6 - Estudiantes del nivel 4: tipos de respuesta y usos de las letras

item

3 4e 7d 17a 18b 19 20 21 22
Tipo de respuesta
Sin respuesta 0 0 0 0 0 1 0
Correctas 4
Incorrectas 4 0 0 1 1 3 0 1 0
Uso de las letras
Evaluada 4 0 0 0 0 0 0 1 0
Ignorada 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Como objeto 0 0 0 1 1 0 0 0 0
Incdgnita de valor especifico 0 4 0 0 0 3 0 4 0
NUmero generalizado v 0 v v v 0 0 0 v
Variable 0 0 0 0 0 v 0 0 0

Es importante enfatizar que los estudiantes situados en este nivel muestran avances
significativos en cuanto a la comprension de los diferentes usos y significados de las letras,
pues la mayoria no deja sin respuesta ninguna de las tareas que le exigen un menor nivel de
dificultad cognitiva. Otra evidencia de su mayor nivel cognitivo se manifesté al no haber
encontrado respuestas incorrectas relacionadas con la omision de las letras presentes en las
tareas. Sin embargo, el analisis de las respuestas a las tareas 3 y 19, nos arrojan resultados
poco satisfactorios relacionados con la comprension y manejo de las letras como numeros
generalizados y variables, ya que casi la totalidad de los estudiantes fueron incapaces de
resolver de manera correcta la tarea 3, la cual implicaba una respuesta por medio de una
expresion que inducia a la generalizacién del resultado. Otro aspecto a destacar, es el hecho
de que sélo un estudiante ubicado en el nivel 4, fue capaz de contestar de manera correcta la

tarea 19 que, como se menciond anteriormente, estaba disefiada para propiciar que los
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estudiantes demostraran su capacidad para emplear y comprender el significado de las letras
como variables. Asi pues, solo 5 estudiantes de los 194 de la muestra, el 2.7%, se sitdan en el

nivel 4.

4.6 Resultados generales por niveles de entendimiento

La presente investigacion permite vislumbrar de manera global dos resultados
preliminares. El primero, que el cuestionario y las entrevistas han permitido conocer y
caracterizar el bajo nivel de conocimientos algebraicos que los estudiantes tienen al ingresar a
la Universidad, a través de los errores mas comunes que han quedado evidenciados en esta
investigacion. La segunda es que los errores evidenciados en este estudio no corresponden al
grado académico de los estudiantes. A continuacion se fundamentan cada uno de ellos.

Con base a los resultados del andlisis del total de respuestas de la prueba y a la
clasificacion de los estudiantes en los distintos niveles de entendimiento, reconocemos que en
general todos los estudiantes ingresan con un bajo nivel algebraico como se muestran en la
tabla 7.

Tabla 7 - Resultados generales por nivel de entendimiento

Nivel de comprensién Numero de alumnos %
Nivel 0 0 0
Nivel 1 50 25.6
Nivel 2 105 53.8
Nivel 3 35 17.9
Nivel 4 5 2.7

Como se puede observar en la tabla 7, no encontramos evidencias de estudiantes que
presentaran deficiencias en sus conocimientos algebraicos que los ubicaran en el nivel 0. Sin
embargo, si identificamos 50 estudiantes universitarios (25,6 %) que fueron ubicados en el
nivel 1, ya que manifestaron un aceptable manejo de las letras al evaluarlas y las identificaron
como objetos con valores propios. Sin embargo, en ocasiones ignoraron su presencia en las
expresiones algebraicas y fueron incapaces de identificarlas con otro significado. Por otro
lado, 104 estudiantes (53,8 %) mostraron, ademas de las habilidades propias del nivel 1,
evidencias de, al menos, identificar las letras como incognitas de valor especifico. Pero al
igual que los anteriores, tampoco fueron capaces de comprender el uso de las letras como

nameros generalizados o variables.
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Con estos resultados, corroboramos que la mayor parte de los estudiantes de nivel
universitario que participan en esta investigacion (79,4 %), a pesar de haber tomado cursos
previos de algebra en los niveles educativos precedentes, poseen conocimientos algebraicos
deficientes. También cabe sefialar que 35 estudiantes manifestaron evidencias del manejo de
las letras como numeros generalizados, lo que permitio ubicarlos en el nivel 3, una vez
comprobadas sus competencias en la comprension del uso y significado de las letras exigidos
para superar los niveles inferiores. Debemos destacar que tan solo 5 estudiantes se ubicaron
en el nivel 4 de entendimiento, mostrandose una notable comprension y manejo del uso y
significado de las letras en sus mas elevados niveles cognitivos. Finalmente, debemos
mencionar que solo un estudiante fue capaz de contestar de manera correcta el item 19, el
unico disefiado para ser resuelto por medio del uso y comprension del significado de las letras
como variables.

Este analisis nos brinda evidencias de que, aproximadamente, el 80% de los
estudiantes sélo son capaces de reconocer el uso de las letras evaluadas, letras como objetos y
letras como incognitas con valor especifico. Ademas, se detectd la recurrencia de ignorar, en
una gran cantidad de respuestas de estos alumnos, la presencia de las mismas en las
expresiones algebraicas que se les presentaron.

Por otra parte, solo algo méas del 20% de los estudiantes fueron capaces de identificar
el uso de las letras como numeros generalizados: s6lo cinco estudiantes mostraron evidencias
parciales del uso de las letras como variables. Asi mismo, s6lo un estudiante fue capaz de
responder, al mismo tiempo y de manera correcta a las tareas 3 y 19 disefiadas para evaluar el
manejo de las letras como nimeros generalizados y como variables.

De los resultados obtenidos en las pruebas, asi como en las entrevistas semi-
estructuradas realizadas, deducimos que esos errores no se corresponden al nivel educativo
donde desarrollamos este estudio: los errores encontrados en las pruebas que realizd
Kiichemann (1980) con estudiantes de secundaria, aun prevalecen en las producciones de los
estudiantes universitarios participantes en este estudio.

Los resultados obtenidos en este estudio sugieren que durante el paso de los cursos de
matematicas de los estudiantes, previos a su ingreso en la universidad, no adquieren
conocimientos necesarios para ser capaces de concebir los distintos usos de las letras en
algebra. En consecuencia, no alcanzan a desarrollar un aprendizaje significativo global, en el
que el significado de variable no se desarrolla, si bien se considera necesario en estudios

universitarios que incluyan materias de algebra.
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5 Reflexiones finales

Partiendo de una situacion problematica constatada por la literatura de investigacion
sobre el rendimiento en algebra de estudiantes universitarios, hemos adoptado un instrumento
elaborado por Kuchemann (1980) que ha resultado apropiado para lograr nuestros objetivos,
si bien ha resultado imprescindible adaptarlo al contexto mexicano. Los resultados de su
aplicacion nos han permitido analizar algunas de las causas de errores y los niveles de
rendimiento de los sujetos analizados.

Destacamos que el total de los estudiantes participantes en esta investigacion
manifestaron respuestas incorrectas en la prueba aplicada. No obstante, no hubo evaluaciones
erradas en su totalidad de los items para ninguno de los estudiantes; se constatd que si bien
existe capacidad en los estudiantes universitarios para la comprension del uso de las letras en
distintos contextos, no es la esperada en ese nivel educativo. Especialmente esto se ve
refrendado en las respuestas incorrectas de la tarea disefiada, para evaluar el uso de la letras
como variables: casi la totalidad de los estudiantes la contestaron de manera errénea y esto
nos hace pensar que no comprenden ese significado de las letras.

Parece pues conveniente establecer lineas de apoyo encausadas para coadyuvar a los
estudiantes universitarios a superar las dificultades que representan los diferentes usos de las
letras en el algebra. También parece necesario revisar con detalle el tratamiento que recibe el
algebra en los programas de estudio de los niveles de primaria, secundaria y bachillerato en
cuanto al significado de las letras y especialmente en su papel de variable. Podria tambien ser
interés, atender a la formacion de profesores acerca del tratamiento escolar que deben tener
los diferentes usos de las letras, para de esta forma, tratar de lograr un desarrollo mas

adecuado del pensamiento algebraico de los estudiantes.
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