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Resumo

O artigo trata da elaboragdo, andlise e aplicacdo do Modelo Epistemologico de Referéncia (MER) para o conceito
de funcdo que foi aplicado na disciplina de Fungdes I da licenciatura em Matematica da Educag@o do Campo. Para
a sua elaboragdo foram utilizadas algumas informacdes preliminares sobre o conceito de funcdo, tais como: uma
breve evolugdo historica do conceito; algumas dificuldades no processo de ensino e aprendizagem; a sua
organizagdo nos documentos curriculares brasileiros; ¢ uma analise praxeoldgica de um livro didatico utilizado na
disciplina pesquisada. Como base tedrica da elaboragdo do nosso MER utilizamos: a proposta de Lucas aplicada
ao calculo diferencial elementar; a modelagdo matematica de Chevallard e Gascon; e os niveis de modelagao
funcional de Ruiz-Munzon. Com essa organizagao, propomos um esquema de um MER para o conceito de funcao,
que fundamentou a aplicagdo do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), aplicado pelo professor da disciplina de
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Fungdes I para seus alunos no periodo de seis sessoes. Durante o processo de aplicacdo, foi observado o
desenvolvimento do PEP fundamentado pelo MER, que se apresenta como possibilidade para o ensino de fungéo,
destacando o processo de transicdo de um dominio discreto para o continuo, como também, o estudo de familias
de fungdes. Os resultados encontrados indicam que as técnicas ndo tomam um papel de destaque em relagdo a
compreensdo dos conceitos, ocasionando uma mudanca da postura do professor para proporcionar o ensino e
aprendizagem do conceito de fungdo.

Palavras-chave: Teoria Antropolégica do Didatico; Modelo Epistemologico de Referéncia; Fungéo.
Abstract

This article deals with the elaboration, analysis, and application of the reference epistemological model (REM) for
the function concept, that was applied in the Functions I discipline of the Field Education Mathematics degree.
For model elaboration, we used preliminary information about the function concept, as: a brief historical evolution
of the concept; some difficulties in the teaching and learning processes; its organization in the Brazilian curriculum
documents; and a praxeological analysis of a textbook used in the researched subject. As a theoretical basis for the
elaboration of our REM, we used: a proposal by Lucas applied to the concept of elementary differential calculus;
the mathematical modelling notion of Chevallard and Gascon and the functional modelling levels proposed by
Ruiz-Munzén. With this organization, we proposed a schema of a REM for the function concept, that fundamented
the application of Study and Research Path (SRP), which was applied by the teacher of the Functions I discipline
to his students over a period of six sessions. During the application process, we were able to observe the
development of the SRP fundamented by REM, which presents itself as a possibility for teaching the function
concept. We highlight the transition process from discrete to continuous domain, as well as the study of families
of functions. The results showed that the techniques do not take a prominent role in relation to the understanding
of concepts, causing a change in the teacher’s perspective on how to teach and facilitate learning of the function
concept.

Keywords: Anthropological Theory of the Didactic. Reference Epistemological Model. Function.

1 Introducao

O professor, ao iniciar o processo de ensino dos conceitos matematicos, conduz a sua
pratica docente de modo a possibilitar uma transformagao no saber em jogo, buscando meios
que proporcionem, na maioria dos seus alunos, a compreensao e aplicagdo dos conceitos
ensinados. A condugdo da pratica docente geralmente esté atrelada a alguma proposta de ensino,
em que diferentes caminhos metodoldgicos utilizados pelos professores podem auxiliar no
processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos.

As pesquisas das propostas no ensino da Matematica proporcionam uma visdo dos
possiveis caminhos que podem ser utilizados para buscar uma diminui¢do dos problemas
relacionados a compreensao dos conceitos. Um dos problemas estd ligado a compreensao do
conceito de fungao, no qual alguns alunos nao conseguem relacionar a dependéncia entre as
grandezas envolvidas e suas diferentes formas de representagdo (LOURENCO; OLIVEIRA,
2014; TENORIO; PENA; TENORIO, 2015; ANDRADE; SARAIVA, 2012).

Este artigo est4 relacionado as dificuldades em torno da compreensdo do conceito de

funcdo e apresentara resultados parciais de uma pesquisa de doutoramento. Ao longo do texto,
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iremos destacar a construcio e a analise do modelo epistemolégico de referéncial (MER) para
o ensino de fung¢des elementares, que representa uma parte dos resultados coletados e analisados
durante o doutorado. A pesquisa iniciou com uma reflexao sobre as bases conceituais da Teoria
Antropolégica do Didatico (TAD), especificamente na do Percurso de Estudo e Pesquisa®
(PEP), com elementos tedricos fundamentais para a compreensdo do seu desenvolvimento
(RODRIGUES; MENEZES; CAMARA DOS SANTOS, 2017). Este artigo discute alguns
resultados gerados a partir do MER proposto, por meio do desenvolvimento da questdo geratriz
(Qo) de um PEP.

Dentre as teorias da Didatica da Matematica, optamos pela Teoria Antropologica do
Didatico (TAD), que proporciona a compreensdao do processo de ensino dos conceitos
matematicos e de sua aplicacdo, estabelecendo uma relagdo codisciplinar e interdisciplinar no
processo de ensino.

A TAD propde estudos que podem auxiliar na compreensdo de alguns problemas
existentes nas institui¢des de ensino. Os problemas podem ter diferentes dimensdes, mas
destacamos os seguintes: o monumentalismo escolar (CHEVALLARD, 2006), no qual o
conhecimento ¢ visitado de forma isolada e desarticulada; a fraude epistemologica (D’AMORE,
2007), em que os alunos respondem as atividades a partir de reproducdo de resultados de
atividades anteriores, acreditando que compreenderam o conceito estudado; e o autismo
institucional (PARRA; OTERO, 2011), no sentido de que existe a falta de comunicagdo
eficiente entre as universidades e a sociedade. Diante destes problemas, podemos concordar
com o alerta de Onuchic e Allevato (2009), ao ressaltarem que os professores de Matematica
estdo saindo das universidades mal preparados para enfrentar os problemas de ensino existentes
na Educacao Basica.

A TAD tem sua fundamenta¢do ancorada no paradigma do questionamento do mundo,
para se contrapor ao paradigma do inventario dos saberes (CHEVALLARD, 2009a, 2009b),
buscando proporcionar um ensino e uma aplicagdo ndo isolados dos conceitos matematicos
escolares, articulando seu entendimento e aplicagdes nas diferentes areas da Matematica.

Segundo Chevallard (1996), a TAD deve ser observada como um desenvolvimento e
articulagdo das nog¢des praxeoldgicas que permitam pensar de forma unificada um consideravel

nimero de fendmenos didaticos. Segundo Bosch e Gascon (2010), a TAD apresenta as formas

1 O MER é um modelo cuja organizagdo matematica segue uma organizagio didatica e apresenta-se como
alternativa frente a epistemologia dominante na instituicdo de ensino.

2 O PEP é aplicado e desenvolvido tomando por base a complexidade crescente das organizagGes matematicas,
proporcionando a construcdo de sequéncias de ensino e ocasionando uma mudanca praxeolégica.
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de organizagdo do ensino escolar de Matematica e sdo descritas em termos de praxeologias de
ensino com dois blocos em sua estrutura: pratico-técnico (a prdxis, o saber fazer didatico) e o
tecnologico-teorico (o logos, o saber didatico). A praxis didatica é constituida pelos tipos de
tarefas (T) e pelas técnicas () que estdo disponiveis quando hd um discurso tecnoldgico (0) -
tedrico (0) didatico capaz de descrever, desenvolver e explicar a pratica didatica, possibilitando
a criagdo de critérios para aperfeicoa-las (LUCAS, 2015). Chevallard (2009a) caracteriza um
sistema didatico (S) como uma reunido de trés instancias: estudante (x € X), professor (y € Y)
¢ desafio didatico (#), no qual o estudante tenta resolver o desafio didatico: S(X,Y, ®).

O desafio didatico pode ser desenvolvido tomando por base o Percurso de Estudo e
Pesquisa (PEP). Almouloud e Silva (2012) comentam que o PEP ¢ um tipo de engenharia
didatica (ARTIGUE, 1996) com algumas caracteristicas proprias, denominada engenharia do
PER®. Chevallard (2004, 2006, 2009a) apresenta o PEP como um dispositivo didatico
direcionado a modelagdo matemética®, relacionado ao estudo de uma questdo geratriz (Qy),
gerando outras questdes derivadas (Q;). A Qo e suas derivadas (Q;) possibilitam respostas
diferentes (R;), levando a uma maior articulagdo dos conceitos matematicos, assim como das
técnicas fundamentadas pelas tecnologias. Com isso, Chevallard (2009a) apresenta um modelo

baseado no “esquema herbatiano™:
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O modelo apresenta, durante o desenvolvimento do estudo, todos os recursos médios®,
os saberes e as respostas disponiveis R? , para construir uma boa resposta RY, na qual os objetos
de qualquer natureza 0%atuario como médios para colocar em prova as R? .
Tomando por base a condu¢do metodologica proposta pelo PEP, elaboramos em nossa
pesquisa uma questdo geratriz (Qy) que gerou outras questdes derivadas (Qq e Q,) e,
consequentemente, derivadas das derivadas, aglomerando um conjunto de questdes organizadas

cognitivamente que mobilizam objetos 0 e respostas R? , a fim de buscar uma boa resposta R".

3 Parcours d’Etude et de Recherche (PER) é a sigla em francés do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).

4 A TAD descreve a modelacdo matematica como um processo de construcao e reconstrucdo das Organizacoes
Matematicas complexas e crescentes (Organizacdo Matematica Pontual, Organizacdo Matematica Local,
Organizacdo Matematica Regional, Organizagdo Matematica Global), partindo de uma questdo problematica que
constitui a razdo de ser do processo (LUCAS, 2015).

5 Segundo Lucas (2015, p. 33), o esquema herbartiano pode ser considerado “um sistema de referéncia didatico
para observar, descrever, analisar e avaliar os sistemas existentes nas instituicdes sociais ou teoricamente
possiveis”. Este esquema fornece um modelo geral entendido pela TAD como «estudar uma questdo.

® Instrumento indispensavel para colocar a prova as respostas geradas a partir das perguntas, verificando a sua
validez (BOSCH; GASCON, 2010). E importante destacar que o sentido do médio vai além do apresentado no
texto, o qual podemos associar ao termo “milieu” discutido por Brousseau.
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A aplicagdo do PEP em nossa pesquisa foi fundamentada pela proposta de um possivel
modelo epistemologico de referéncia (MER) para o ensino de fungdes elementares na
licenciatura em Matematica, em particular, uma licenciatura direcionada a Educacdo do
Campo’. Os modelos epistemologicos de referéncia sdo hipoteses de trabalho, podendo ser,
constantemente, questionados e revisados, o que possibilita a analise do saber matematico, antes
de ser ensinado. O modelo pode proporcionar uma visdo dos principais problemas de
compreensdo conceitual e apresentar possiveis caminhos para a solucdo desses problemas
(GASCON, 2011). O MER apresenta-se como uma alternativa frente a epistemologia

dominante na instituicao de ensino. Gascon (2014) destaca que,

para ter os processos de transposi¢do didatica como objeto de estudo, a didatica
necessita analisar de maneira critica os modelos epistemologicos das matematicas
dominantes nas institui¢des envolvidas, e assim libertar-se de ter de assumir esses
modelos sem sentido critico (GASCON, 2014, p. 100, tradugdo nossa)®.

Tal enfrentamento ¢ materializado pelo MER, em que o estudo critico dos documentos
oficiais, das concepgdes dos professores e alunos, dos livros de texto, dos planos de estudos,
das praxeologias atuais, entre outros, pode fazer parte de sua construcao inicial. Destacamos
que a proposta esta passivel de mudancas, ou adaptagdes, no decorrer das futuras aplicagdes de
outros PEP, até porque os resultados apresentados neste artigo estdo limitados ao conceito de
funcdo e de funcdo afim, necessitando de mais aplica¢des, tomando por base outros PEP que
abordem outros tipos de fungdes, tais como as quadraticas. Também existe a necessidade de ser
aplicado em outras modalidades de licenciaturas em Matematica para possibilitar uma atuagao

ampla.

2 Construcio do Modelo Epistemoldgico de Referéncia para o ensino de funcio a ser

utilizado na Licenciatura em Matematica: uma abordagem na Educac¢ido do Campo

Para a construcao do MER, consideramos alguns pontos preliminares sobre o conceito
de funcdo, tais como: alguns elementos historicos; a sua organizagdo nos documentos oficiais
educacionais brasileiros; as dificuldades e avangos do processo de ensino e aprendizagem,

tomando por base algumas pesquisas; ¢ elementos praxeologicos do livro de Matematica

7 Segundo o Ministério da Educacio e Cultura (MEC) do governo brasileiro, as licenciaturas em Educagdo do
Campo tém o objetivo de “apoiar a formacdo inicial de professores em exercicio na educacdo do campo e
quilombola, assegurando condi¢Bes de acesso aos cursos de licenciatura destinados a atuacdo docente nos anos
finais do ensino fundamental e no ensino médio” (MEC, 2019).

8 “para tomar los procesos de transposicion did4ctica como objeto de estudio, el didacta necesita analizar de manera
critica los modelos epistemoldgicos de las matematicas dominantes en las instituciones involucradas y liberarse
asi de la asuncion acritica de dichos modelos”(GASCON, 2014, p. 100).
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elementar, geralmente utilizado nas licenciaturas em Matematica. Estes pontos preliminares
foram analisados e utilizados para construir uma proposta do Modelo Epistemolédgico de
Referéncia (MER) que fundamentou a aplicacao do Percurso de Estudo e Pesquisa.

Em relacdo aos elementos historicos, observamos que o conceito de fungdo, no decorrer
do tempo, sofreu mudangas e sua compreensdo foi ficando mais ampla, a medida que as
contribui¢cdes dos matematicos na elaboracao da defini¢cdo de fungdo foram sendo incorporadas;
consequentemente, a sua aplicacdo também foi expandida para novos campos de estudos, a
exemplo do célculo diferencial e integral. As defini¢cdes de fungao apresentadas no decorrer da
sua historia, até sua abordagem nos livros didaticos, trazem a sua evolug¢do conceitual e sua
aplicacdo na area da Matematica, assim como em outras areas de conhecimento. Percebemos,
na sua apresentacdo nos livros didaticos, que existiu a necessidade de deixar a defini¢cao de
fungdo mais compreensivel para os alunos que estudam na Educagao Bésica, como também no
Ensino Superior, com a intengdo de permitir a compreensao de sua importancia no campo da
Matematica e em outras areas de conhecimento (EVES, 2004; BOYER, 1996). E importante
destacar que os elementos historicos abordados estdo limitados ao conceito, que devera ser
ampliado, de acordo com o aprofundamento do MER proposto.

No caso dos documentos oficiais da Educagdo Brasileira, que t€m como um dos seus
objetivos orientar as condugdes conceituais e didaticas das instituicdes de ensino, destacam-se
os principais pontos considerados essenciais no processo de ensino e aprendizagem. Dentre
esses documentos, podemos citar os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
(PCN) do terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental, as Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio, os pareceres do Conselho Nacional de Educagdo (CNE) e a recente Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). A analise desses documentos, deu-nos uma
fundamenta¢do para compreender as orientagdes curriculares do conteido de funcdao na
Educagdo Basica brasileira e sua influéncia nos cursos de licenciaturas em Matemadtica, o que
ressaltou sua importancia conceitual em Matematica, como também na aplicacdo em outras
areas de conhecimento (BRASIL, 1998, 2000, 2006, 2017).

Um ponto importante para a elaboracdo do MER foi a identificagdo e entendimento de
alguns problemas que dificultam a compreensao e a aplicacao do conceito de fungdo, o que se
tornou essencial para propormos outros caminhos de ensino alternativos que atuem na
diminui¢do dos problemas em sala de aula. Observamos algumas pesquisas que abordaram
temas como: a discussdo superficial do conceito de funcdo e a falta de conexdo entre as suas
representacdes (ESPITA; CRUZ; OCHOA, 2011); a dificuldade em relacionar os tipos
diferentes de registros (LOURENCO; OLIVEIRA, 2014); a falta de compreensdo da
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dependéncia entre as variaveis (TENORIO; PENNA; TENORIO, 2015); a dificuldade em
relacionar o conceito de fungdo como fundamental e 16gico-histérico, sem uma relagdo com os
problemas do cotidiano (NEVES; RESENDE, 2016); e a dificuldade em compreender a
funcionalidade dos simbolos matematicos relacionados ao conceito de funcio (LIMA, 2014).

Complementando a discussao para a constru¢do da proposta do Modelo Epistemologico
de Referéncia (MER), realizamos uma andlise das tarefas, técnicas, tecnologias e teorias
presentes no livro didatico Fundamentos da Matematica Elementar — volume 1 (IEZZI;
MURAKAMI, 2004) que geralmente ¢ utilizado em varios cursos de licenciatura em
Matematica e esta presente nas referéncias das ementas de disciplinas que abordam contetidos
dos fundamentos da Matematica. A analise dos elementos praxeologicos do conceito de fungdo
e de funcdo afim, no livro didatico, possibilitou observar alguns problemas encontrados:
repeticdo excessiva de técnicas; apresentacao superficial do conceito; falta de articulagdo entre
0s conceitos e suas representacoes; excesso de simbolos matematicos sem uma discussao da
sua funcionalidade; utilizacdo inadequada de problemas e valorizagdo da representagdo
algébrica.

O estudo desses elementos preliminares para a constru¢ao do nosso MER foi essencial
para identificar as praticas dominantes utilizadas no processo de ensino do conceito de fun¢ao
e de suas aplicacdes. Ressaltamos que essa foi uma analise preliminar para iniciarmos uma

proposta de ensino do conceito de funcao para a licenciatura em Matematica.

2.1 Formulagao do problema didatico para a elaboracao do MER

Com os elementos preliminares analisados, partimos para a formulagdo do problema
didatico, tomando por base trés dimensdes: a epistemologica, a econdmica-institucional e a
ecologica. A andlise dessas dimensdes nos deu uma orientagdo e nos conduziu a continuidade
do desenvolvimento do MER, focando nos problemas do ensino do conceito de fungdo. Para
esquematizar o desenvolvimento do problema didatico, utilizamos a seguinte representacao
(GASCON, 2011):

{[(Py@®P,) C P,] C P} C Py

Gascon (2011, p. 206) explica que P;, P, e P; sdo as dimensdes fundamentais do
problema didatico, e que o Py tem um papel especial, pelo fato de representar a formulagdo do
problema inicial; tais problemas podem ter caracteristicas “pré-cientificas”, que geralmente sdo
visiveis e presentes em todos os problemas didaticos. O simbolo @ indica que o P, ¢

incompleto, existindo a necessidade de ser adicionado a dimensdo epistemologica P; para, pelo
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menos, ser considerado um problema. No caso de C, é entendido como inclusdo, indicando que
cada uma das dimensdes P; ¢ logicamente anterior a P;,;, caracterizando um hipotético
desenvolvimento do problema. Finalmente, o Ps ¢ denominado de problema didético, contendo
as trés dimensdes fundamentais.

O problema P, tem seu ponto de partida quando o professor inicia um conteudo
matematico junto a seus alunos. Os problemas sdo formulados sob a influéncia da cultura
escolar existente, podendo ser fundamentados nos documentos escolares, que, muitas vezes,
ndo sdo questionados pelos professores. Nesse sentido, representaremos P, pela seguinte
pergunta: Py(F): Como ensinar aos alunos o conceito de fungcdo? Ao propor o problema inicial,
outros problemas especificos também podem ser enunciados: P’ ,(F): Como posso motivar os
alunos a ampliarem o interesse em estudar o conceito de fungao? Como utilizar os recursos da
Tecnologia da Informag¢ao e Comunicagdo (TIC) para o ensino de fungdo? Como fazer com que
cada aluno compreenda o conceito de fung¢do? Gascon (2011) destaca que todo problema
didatico se inicia por um problema construido pelo professor, no caso, por um problema
docente.

A dimensdo epistemologica P; estd ancorada em um modelo epistemoldgico de
referéncia (MER) que ¢ provisorio e, com base nele, pode-se analisar, construir ou reconstruir
as praxeologias presentes na institui¢ao a ser analisada. Gascon (2011) destaca que a dimensao
epistemologica ¢ um componente essencial na constru¢ao do problema didatico, por tratar de
questdes epistemologicas do saber em jogo. Algumas perguntas relacionadas a dimensdo
epistemoldgica direcionada ao conceito de fungdo podem ser formuladas: P;(F): O que é
funcdo e qual a sua aplicagdo na Matematica? Como ensinar o conceito de fungdo, tomando por
base o MER? Como relacionar a dependéncia entre as varidveis de uma fung¢do? Como
proporcionar a compreensao da mudanca de registro de uma fungdo? Como aplicar as
defini¢des de fungdo crescente ou decrescente em qualquer tipo de fungao?

Gascon (2011) comenta que a dimensdo econdmica-institucional gira em torno de
perguntas relacionadas as Organizagdes Matematicas (OM) e as Organizacdes Didaticas (OD)
existentes em uma determinada institui¢do, como também desenvolve, experimenta e analisa
novas OD. Ao introduzir novas OD, existira a possibilidade de analise dos fatos didaticos
produzidos no sistema docente, fatos ocasionados por essas novas organizagdes, assim como a
analise de sua viabilidade. No caso, temos as seguintes perguntas: P, (F): Como ¢ interpretado
e compreendido o conceito de fun¢do nos cursos de Licenciatura em Matematica atualmente?

Como se apresenta a rigidez e a desarticulagao das OM, ao se abordar o conceito de fun¢ao, nos
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cursos de Licenciatura em Matematica? Quais as principais orientacdes dos documentos
oficiais, ao tratarem do ensino de funcdo na Educacdo Basica? Quais os principais momentos
da transposi¢do didatica, quando o conceito de funcao passa da comunidade cientifica para a
comunidade escolar? Quais OM e OD sdo utilizadas no ensino de fungdo nas licenciaturas em
Matematica?

No caso da dimensao ecoldgica de um problema didético, existem questdes relacionadas
as restri¢des e condigdes praxeologicas diante dos niveis de codeterminagéo didatica®. Os niveis
de codeterminacdo didatica (CHEVALLARD, 2001, 2002) permitem estudar e compreender as
influéncias e restricdes das OM e OD, criando condigdes para reestruturar € reorganizar as
condi¢des de ensino e aprendizagem, a partir do nivel mais genérico (civilizagdo) ao mais
especifico (problema matematico). Gascon (2011, p. 219) resume a dimensao ecologica de um
problema didatico, ao afirmar que “envolve questdes que pretendem indagar que tipo de
restri¢cdes € de que nivel provém e sdo cruciais para a ecologia das praxeologias matematicas e
didaticas”. Compreender as restricdes e suas origens ¢ essencial para criar condigdes ao
desenvolvimento das praxeologias, isto ¢é, a sua existéncia e razao de ser.

Portanto, temos as seguintes questdes: Ps;(F): Quais restrigdes dificultam o
desenvolvimento da modelagdo funcional aplicado ao conceito de fun¢do e que condigdes sao
necessarias para superar essas dificuldades? Como construir e aplicar um PEP fundamentado
no MER do conceito de funcao? Quais as condi¢des necessarias para aplicar um PEP? Quais
restricdes podem existir no desenvolvimento de um PEP direcionado ao conceito de fungao?
Quais os meios e recursos necessarios para o desenvolvimento do PEP direcionado ao conceito
de func¢ao?

Ao caracterizarmos as dimensdes do problema didatico, relacionado ao conceito de
fungdo, construimos um diagrama para o ensino do conceito de fun¢ao que faz parte da estrutura
do MER, no sentido de proporcionar respostas as dimensdes, principalmente a dimensao

ecologica.

2.2 Construcao do diagrama para o ensino do conceito de fungcio

A organizagdo tedrica para a construcdo do diagrama do conceito de fungdo teve por

9 Chevallard (2007) apresenta os niveis de codeterninacdo do mais alto que é a civilizagdo e segue com sociedade,
escola, pedagogia, disciplina, dominio, setor, tema e tépico que o mais baixo. Nesse sentido, a compreensdo dos
niveis de codeterminacdo busca identificar e compreender as restricGes nos seus diferentes niveis, para
proporcionar condi¢fes para o processo de ensino e aprendizagem de um determinado conceito (CHEVALLARD,
2002, 2007).
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base o caminho seguido por Lucas (2015), ao propor o diagrama de atividade de modelagao
funcional como esquema do MER. A proposta de Lucas (2015) ¢ direcionada para o conceito
do célculo diferencial elementar, que utiliza a Modelacdo Matematica (CHEVALLARD, 1989;
GASCON, 2001) e os niveis de Modelagdo Funcional (RUIZ-MUNZON, 2010). A seguir,
apresentaremos a ideia de cada base teorica utilizada para a construgdo do diagrama.

Com a finalidade de organizar e representar as ideias da modelacdo matematica no
ambito da TAD, Chevallard (1989) apresenta um esquema simplificado do processo de
modelacao elementar, descrito em trés etapas: a primeira define o sistema que queremos estudar,
especificando os aspectos do sistema a que nos propomos estudar ¢ o simbolizando mediante
um conjunto de variaveis; a segunda constroi o modelo propriamente estabelecido, definindo
as relagdes entre as variaveis identificadas na primeira etapa; a terceira utiliza o modelo definido
com o objetivo de produzir conhecimento relativo ao sistema.

Tomando por base o esquema proposto por Chevallard (1989) e Gascon (2001),
propdem-se quatro estagios para a modelagdo matematica, sem existir necessariamente uma
ordem rigorosa a ser seguida: o primeiro delimita ou constroi o sistema de modelacdo em que
formula questdes problematicas e conjecturas; o segundo constroi os modelos e formula as
questdes iniciais, envolvendo a definicdo ou a delimitagdo do sistema provisorio elaborado
anteriormente, elaborando o modelo matematico correspondente; o terceiro utiliza o modelo e
interpreta, caracterizando um trabalho técnico dentro do modelo, analisa o trabalho e seus
resultados no sistema modelizado. Esse estdgio observa e decide a melhor aplicagdo e
adequagdo do modelo e de suas técnicas utilizadas; e, por Gltimo, o quarto estagio representa
um novo processo de modelagdo para novas questdes, existindo a formulacdo de novos
problemas, cujas resolucdes responderdo a novos questionamentos relativos ao sistema,
dificilmente formulados antes da elaboracdo do modelo matematico, utilizando novas
organizagdes matematicas € novos modelos.

Os trés niveis de modelagdo funcional de Ruiz-Munzén (2010) vém como proposta para
superar as dificuldades e restri¢des da vida escolar no processo de algebrizagdo da Matematica.
Os niveis estdo relacionados a modelizacao de fungdes e seu desenvolvimento € progressivo: o
primeiro nivel aborda as fungdes isoladas de uma unica varidvel, inclui as equagdes (ou
inequagdes) associadas e as etapas de modelagdo algébrica propostas por Bolea (2002), em que
se procura responder as questdes que fazem referéncia a variagao de uma variavel em fungao
da outra; o segundo nivel ¢ a familia de fun¢des de uma variavel, que materializa os modelos
que se expressam precisamente através das familias de fungdes de uma varidvel e suas equacoes

(ou inequagdes) paramétricas associadas, deixando claro a distingdo entre parametros e
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variaveis; o terceiro nivel aborda a familia de fungdes de duas ou mais variaveis, que se expressa
pelos modelos das familias de fun¢des de duas ou mais varidveis e suas correspondentes
formulas associadas, tomando por base os modelos utilizados no segundo nivel.

O trabalho de Lucas (2015) traz uma andlise detalhada das condigdes institucionais
necessarias para aplicar uma experimentacao por meio do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP),
para o ensino do calculo diferencial elementar, em um curso de Medicina Nuclear do ensino
universitdrio. O MER proposto por Lucas (2015) apresenta diversas caracteristicas e
funcionalidades que partem de questdes epistemoldgicas do saber em jogo, até a analise da
transposi¢ao didatica em todo o processo. Procura identificar as restri¢des institucionais com a
finalidade de construir condigdes para direcionar e fundamentar as propostas de ensino que
possibilitem meios para o processo de aprendizagem do calculo diferencial elementar.

Na sua reformulacdo da no¢do da modelizagdo funcional e da ampliagdo dos niveis de
Ruiz-Munzén, Lucas (2015) apresenta um esquema detalhado dos tipos de tarefas como
componentes dos quatro estagios do processo de modelizagdo matematica. O esquema do MER
¢ apresentado por meio de um diagrama de atividades chamado de diagrama de atividade de
modelizacdo funcional. O diagrama apresenta os diferentes caminhos matematicos a serem
utilizados na resolucao de uma questao, relacionando funcdes elementares e descrevendo um
trabalho tanto no campo discreto como no campo continuo. No desenvolvimento do estudo,
outras questdes podem surgir, integrando o processo de modelagdo e até reformulando as ja
existentes, manifestando um “carater recursivo do processo de modelagdo matematica”
(LUCAS, 2015, p. 93).

Com os elementos iniciais do MER proposto, juntamente com a organizagdo teorica
utilizada, propomos um esquema que procura diminuir as dificuldades no ensino da nogao de

fun¢do na Licenciatura em Matematica como outra alternativa de ensino, que apresentamos a

seguir:
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Figura 1 — Diagrama de atividade da nogéo de fungéo
Fonte: Rodrigues (2019, p. 156)

Este diagrama estd organizado em dois principais campos: o continuo e o discreto. A
determinagdo inicial do tipo de dados a serem utilizados nos conduzira pelos caminhos
possiveis apresentados no diagrama. Os “retdngulos” sdo as possiveis tarefas que os alunos
deverao utilizar durante o processo e estdo identificadas com as acdes e agrupadas por cores
como, por exemplo: as que possuem a cor azul estdo ligadas as tarefas que t€m como objetivo
a construcao de modelos. Os losangos representam decisdes a serem tomadas pelos alunos no
decorrer do processo; os circulos sdo questdes desenvolvidas e suas derivadas. Destacamos que
o diagrama representa um esquema provisorio que pode ser alterado no decorrer do processo
ou por sugestdes apresentadas pela comunidade de professores ou pesquisadores.

O esquema estd dividido em quatro estdgios de modelagdo funcional: o primeiro esta
direcionado para o levantamento das informagdes preliminares para a construcao do modelo
funcional. A partir da questdo geratriz, sao levantadas as hipoteses e as possiveis questdes
derivadas (Q1, Q2,@3, ... ); no segundo estagio, existe a defini¢do se os dados que possuem sdo
continuos ou discretos. Com-essa defini¢do, o percurso de estudo e pesquisa percorre um
possivel caminho na resolugdo de tipos de tarefas com o propdsito de construir e estudar o

modelo funcional determinado no estudo; no terceiro estagio, temos a utilizagdo do modelo e a
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interpretagdo dos resultados gerados, decidindo a melhor aplicagdo ¢ adequagdo do modelo
funcional determinado; por ltimo, o quarto estagio, que ¢ a elaboracdo de um novo processo

de modelacao para as novas questoes.

3 Descri¢ao da aplicacio do PEP do conceito de fun¢do tomando por base o MER proposto

O material utilizado para a aplicagdo do PEP ¢ composto pela ficha diagnoéstica, ficha
de trabalho e questio geratriz. Na montagem desse material, os percursos matematicos (PM)*°
foram desenvolvidos tomando por base 0 MER proposto, com a finalidade de serem utilizados
como referéncia na resolucdo da questao geratriz.

No caso das fichas, a sua elaboragdo foi fundamentada em Guidorizzi (2011), lezzi e
Murakami (2004); Lima, Carvalho, Wagner ¢ Morgado (2004); Morettin, Hazzan ¢ Bussab
(2003); e Tinoco (2009). A ficha diagndstica, com 8 itens, foi aplicada de maneira individual e
apresentada a identifica¢do grafica de uma fun¢@o, do valor numérico de sua imagem, a partir
de uma funcao dada; da simplificacdo de expressdo algébricas ou numéricas; da identificagao
do dominio e da imagem; da identificacao se a funcdo € crescente ou decrescente; da construgao
da representagdo algébrica e grafica de uma funcao, a partir de dados discretos; da construgao
da representacdo algébrica e grafica de uma funcao, a partir de dados continuos; assim como de
dados discretos para uma fun¢do continua. A ficha de trabalho contém 10 (dez) itens que
abordam a constru¢do de graficos no plano cartesiano, a analise de parametros observando o
crescimento ou decrescimento, o zero da funcao, o estudo do sinal e a resolucao de problemas.
A utilizacdo das fichas teve o propoésito de revisar as técnicas mais usuais a serem utilizadas
como ponto de partida na possivel evolugdo das organizagdes matematicas. No caso da questdo
geratriz, tinha o seguinte enunciado:

Contextualizacdo do Problema

Aposentadoria ¢ um tema que surge de tempos em tempos fazendo parte
das discussoes dos brasileiros, pois afeta diretamente a vida das pessoas
economicamente ativas e de suas familias. O Congresso Federal
brasileiro aprovou a lei 13.183/2015 que trata da mudanga de algumas
regras para a aposentadoria, na qual um ponto em destaque trata da
formula 85/95. No caso, a mulher terd que alcancar uma soma de 85
anos, somando tempo da sua contribui¢do com a sua idade. No caso do
homem serdo 95 anos, seguindo o mesmo principio. As idades 85 e 95

10 Os Percursos Matematicos (PM) fundamentam as organizagBes matematicas utilizadas para a resolucgéo da
questdo geratriz, na busca de construir uma resposta adequada ao problema. Os PM prop&em um aumento gradual
do uso dos tipos de praxeologias, levando o aluno a utilizar técnicas conhecidas e mobilizando duas ou mais delas
na busca da resposta.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 70, p. 614-636, ago. 2021 626



(0 @ ISSN 1980-4415
£ DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n70a04

anos levam em conta a expectativa de vida dos brasileiros até 2018.
Para os anos seguintes, teremos:

2019 a 2020: 86 (mulheres) / 96 (homens);

2021 a 2022: 87 (mulheres) / 97 (homens);

2023 a 2024: 88 (mulheres) / 98 (homens);

2025 a 2026: 89 (mulheres) / 99 (homens);

2027: 90 (mulheres) / 100 (homens).

Fonte: Agéncia Senado (CASTRO; VILAR, 2015)

Qo: Como representar a situacao atual e futura dos casos de aposentadorias das mulheres
e dos homens, tomando por base a Lei 13.183/2015, que trata das mudancas de algumas regras
para as aposentadorias?

Aaplicagdo do PEP foi dividida em duas etapas, compostas de 6 (seis) segdes presenciais
(SP) e de sessdoes ndo presenciais (SNP). Para a sua aplicacdo, seguimos um cronograma
proposto separado em sessdes presenciais (SP), que consta da atividade diagnostica sobre o
conceito de fung¢do, da ficha de trabalho que aborda o conceito de funcdo afim, da questao
geratriz e de suas derivadas. As se¢des ndo presenciais (SNP) aconteceram em horarios
diferentes das aulas da disciplina Fungdes I. Nesses momentos os alunos utilizaram os recursos
tecnologicos para a realizacdo de pesquisas, a constru¢cdo dos graficos com o auxilio do

GeoGebra e a utilizagdo de calculos longos.

3.1 Local, sujeitos e instrumentos de coletas da pesquisa

Os sujeitos da pesquisa foram o professor e seus alunos da disciplina Fungdes I, da
Licenciatura em Educacdo do Campo com habilitagdo em Matematica. A disciplina faz parte
da Matriz Curricular do curso e apresenta, em sua ementa, o contetido de func¢ao.

Para a coleta de dados, utilizamos filmagens, gravacdes de dudio, protocolos e o caderno
de anotagdes. Para as filmagens, utilizamos duas cameras posicionadas em angulos diferentes.
Para a captacdo dos audios, foram utilizados trés gravadores colocados em locais diferentes da
sala de aula. Os protocolos relacionados a resolucdes individuais e coletivas das questoes foram
coletados e analisados. Estimulou-se os alunos a deixarem registrados todos os procedimentos
o mais detalhadamente possivel, para identificarmos a praxeologia inicialmente utilizada, e suas
mudangas. Em relacdo ao caderno de anotagdes, nele registramos todos os momentos relevantes
da pesquisa, principalmente a descricdo de acontecimentos que a filmagem e a gravacdo de
audio ndo deixaram claros, relacionando momentos das aulas aos pontos das teorias utilizadas

na pesquisa.
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4 Analise dos encontros presenciais

A aplicagdo e analise do MER foram iniciadas a partir da terceira se¢do presencial, tendo
em vista que os dois primeiros encontros foram direcionados a aplicacdo das fichas diagnostica
e de trabalho, que tinham a fung¢ao de relembrar e consolidar as técnicas usuais. Com a aplica¢ao
da questdo geratriz, iniciamos a aplicacdo e verificagdo da conformidade com o MER.

Ao aplicarmos a questdo geratriz no terceiro encontro, tomando por base o MER,
iniciamos a analise do desenvolvimento do modelo proposto. Primeiramente foi identificada a
realizacdo do primeiro estagio da modelagdo funcional, que é o contato com a questdo geratriz
e o levantamento de hipoteses, gerando questdes derivadas a partir da questdo geratriz. Na
ocasido, o professor apresentou a questdo geratriz e, a partir dela, levantou alguns
questionamentos juntamente com os alunos, como por exemplo: idade inicial para comegar a
contribuir; a relacdo idade e tempo de contribuicao; idade maxima para aposentadoria; e a
diferenca na aposentadoria entre homens e mulheres. Na continuidade do terceiro encontro, os
alunos organizaram os dados levantados, utilizando quadros com valores discretos da idade e
do tempo de contribui¢do para homens e mulheres, tomando por base uma pessoa que comegou
a contribuir aos 18 anos de idade. Um dos problemas iniciais percebidos no desenvolvimento
do PEP foi a intervencao efetiva do professor na elaboragdo das questdes e na organizagdo dos
dados, restringindo o espago para a participacdo dos alunos. Consequentemente, com a
elaboragio do modelo numérico pelos alunos™, iniciamos o segundo estigio de modelagio
funcional proposto pelo MER.

No quarto encontro, os alunos determinaram as fun¢des do tempo de contribuigio (TC)*?
para mulheres e para homens. Como os alunos foram organizados em grupos, passaram a
utilizar o GeoGebra com a finalidade de observar as representacdes graficas de cada funcao,
determinando o dominio e a sua imagem com o auxilio do professor. Ao final do encontro,
verificamos uma autonomia maior por parte dos alunos, na medida que a participagdo na busca
da resposta da questdo geratriz ¢ compartilhada. Também observamos uma mudanga na
condugdo praxeoldgica do professor, a partir da sua abordagem durante a aplicagdo do PEP, em
que varios questionamentos sao levantados por ele, com a finalidade de levar os alunos a

refletirem sobre suas respostas, tornando presente a dialética pergunta e resposta proposta pelo

11 Os alunos utilizaram os dados relacionados a questdo, como: idade inicial de contribuicdo; e tempo de
contribuicdo. Com os dados, buscaram relacionar e organizar as informagdes utilizando um quadro com valores
numéricos, com a finalidade de buscar a generalizacéo.

L27c = %, fungdo Tempo de Contribui¢do para mulheres. No caso dos homens foi utilizado o valor de 95 no
lugar de 85. A variavel I, representa a idade inicial de contribuigdo.
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PEP (FONSECA; CASAS; BOSCH; GASCON, 2009).

No encontro seguinte, com a fun¢ao tempo de contribuicdo definida, juntamente com o
seu dominio e a sua imagem, os alunos iniciaram o estudo de outros elementos pertencentes as
funcdes. Na imagem seguinte, podemos observar o percurso de estudo realizado pelos alunos

com o auxilio do professor.

2° Estagio de MF 3 Estagio de MF

Utilizag3o do
Modelo
f{x) discreto
para Q
)

P

=

J,

Figura 2 — Parte do MER, representando o caminho seguido no quinto encontro
Fonte: Rodrigues (2019, p. 258)

Observamos que analisaram os termos da fun¢ao tempo de contribuigdo, construiram o
modelo funcional continuo e o seu grafico, em seguida, utilizaram o modelo funcional para
interpretar os resultados. Destacamos que o professor ndo realizou uma discussio relacionada
ao angulo de inclinacdo da reta, destacada em amarelo, o que permitiria discutir se a fungdo ¢
crescente ou decrescente, ponto importante ao se tratar de um estudo da fun¢ao afim. Mas, ao
abordar sobre os valores do dominio e da imagem, o professor identificou os seus pontos
maximos € minimos, adequando a sua representacao ao contexto do problema.

Identificamos um caminho realizado pelos alunos ndo previsto no esquema inicial, no
caso, foi a passagem da tarefa de anélise dos termos de uma fungao para a constru¢dao do modelo
funcional continuo. Esse fato ¢ aceito em qualquer MER, pois o modelo ¢ flexivel e cada
componente dele pode ser mudado ou adaptado (BOSCH; GASCON, 2010). Com a construgio

do grafico funcional continuo do tempo de contribuigdo (TC), o processo é repetido para a
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constru¢do do grafico funcional continuo de anos complementares (AC)13, concluindo o
segundo estagio do modelo funcional do MER. Em seguida, os alunos utilizaram os modelos
algébricos TC e AC, consequentemente seguindo para a interpretagdo dos resultados e
finalizando o terceiro estdgio do modelo funcional.

Analisando, a partir das secdes presenciais previstas, esse encontro abordou as questdes
derivadas*® Q132 e Q133 no caso, inicialmente para as mulheres. Porém outras questdes foram
introduzidas pelo professor durante o desenvolvimento do PEP, no caso, as questdes derivadas:
Q1331 : Como podemos representar graficamente os Anos Complementares (AC)?; Q1332 :
Qual o dominio e imagem de AC?. Essas questdes tratam sobre a determina¢do do dominio e
imagem de AC e sua construgdo grafica, questdes que ndo estavam previstas antes da aplicagao,
referendando que a aplicacdo de um PEP ndo ¢ totalmente pré-definida, existindo espaco para
novos questionamentos (CHEVALLARD, 2009a, 2009b).

No ultimo encontro presencial do estudo, foi desenvolvida a andlise das familias de
funcgdes (Q2)*. Os alunos construiram as familias de fungdes, utilizando o GeoGebra, assim
como discutiram o significado e aplicagdo das representagdes graficas em situacdes possiveis,
ao tratar da aposentaria. Na imagem seguinte, apresentamos o percurso de estudo e pesquisa

realizado pelos alunos, ao tentar resolver a Q:

13 AC =30 — TC, fungdo Anos Complementares para mulheres e homens, foi considerando o valor minimo de
contribuicdo de 30 anos.

14 Q132:Com a fungéo TC definida, qual o seu dominio e a sua Imagem? e Q;33: Como podemos representar
graficamente o tempo de contribuicdo se a mulher comecar depois dos 25 anos?

15 Q,: Como podemos representar as situacdes para os anos seguintes, sabendo que a soma idade mais tempo de
contribuicdo muda a cada dois anos?
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Figura 3 — Percurso dos grupos durante o sexto encontro
Fonte: Rodrigues (2019, p. 266)

Os alunos, ao se depararem com novas questdes geradas pela Qo, representadas pelas
setas de 1 a 5, formulam novas hipoteses e tentam delimitar o caminho a ser seguido. Como ja
possuem o modelo funcional e continuo, partem para a identificagdo do dominio e imagem,
setas de 6 a 8, em seguida, fazem o estudo do sinal, analisam os termos da fun¢do e o modelo
da familia de fungdes para as construgdes graficas, setas de 7 a 11 e, consequentemente, a
interpretagdo dos resultados, seta 12. Os tipos de tarefas que estdo marcadas por azul na imagem
anterior, sao as etapas que nao foram efetivadas pelos alunos, pelo fato de ndo ser necessaria a
constru¢do do modelo funcional. O registro no GeoGebra das limitacdes dos dominios e
imagens ndo foram realizados por falta de tempo.

No decorrer dos seis encontros presenciais, os tipos de tarefas propostas pelo PEP
levaram os alunos a utilizarem técnicas ja conhecidas, tais como: a determinacdo do zero da
fun¢do por meio das etapas para resolver uma equagdo do primeiro grau; o método da adigcdo
para a resolugdo de um sistema de duas variaveis e o método da construgdo de graficos de uma
funcdo do primeiro grau, utilizando dois valores diferentes do dominio. Como também,

aperfeicoaram técnicas para determinar as fungdes de TC e AC, apoiados por um amparo
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tecnologico. Nesta aplicagdo, podemos perceber o crescimento das organizagdes matematicas™®
utilizadas pelos alunos que partiram de organizacdes matematicas pontuais, passaram para
organiza¢des matematicas locais e chegaram a uma compreensao da organizagdo matematica

regional (CHEVALLARD, 1999).

5 Conclusao

Ao analisarmos o MER proposto, observamos que ele sofreu poucas alteracdes durante
a aplicacdo do dispositivo didatico. Foram abordadas a construcdo, interpretacao e aplica¢ao de
fungdes discretas, como também a transi¢do de um dominio discreto para um dominio continuo,
buscando a compreensdo de uma func¢io continua. Também foi abordado o estudo dos termos
de uma fungao, familias de fungdes, assim como a sua variabilidade. Uma questao que devemos
ressaltar ¢ a compreensao da relacao entre as grandezas de uma fungdo, um conceito basico e
que, muitas vezes, as técnicas tomam um papel de destaque, ofuscando os conceitos essenciais
para compreensao da funcionalidade e aplica¢do do conceito.

Na aplicacao do dispositivo didatico, buscamos seguir o planejamento inicial
apresentado no cronograma proposto. O professor teve toda liberdade de alterar e propor
mudangas que achasse necessario. Nesse sentido, fez as alteragdes e seguiu sua organizacao
didatica, tomando por base a proposta metodologica. Com esse procedimento, o professor
sentiu-se a vontade para conduzir as sessoes, em que surgiram varias situacoes didaticas nao
esperadas, a partir de perguntas realizadas pelos alunos que foram além do planejamento.

Tal fato € condizente com a proposta do PEP, um desenvolvimento sem as amarras de
um planejamento rigido, mas com objetivos para buscar a compreensao do conceito abordado
e de sua aplicabilidade (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Consequentemente, as mudancas
praxeoldgicas apresentadas pelo professor durante a aplicacdo do dispositivo didatico,
caracterizam uma influéncia positiva em sua formacao.

Ressaltamos que o trabalho com a proposta do MER foi realizada no curso de
licenciatura em Matematica para a Educacdo do Campo, que possui caracteristicas especificas
em sua estrutura, na sua conducao metodolédgica e na sua formagdo. Ademais, a abordagem

sobre o conceito de fungdo no estudo nao explora toda a sua amplitude epistemoldgica, e nem

16 O PEP ¢ aplicado e desenvolvido tomando por base a complexidade crescente das organizagbes matematicas,
isto €, a partir de uma organizacdo matematica pontual (OMP), espera chegar a uma organizacdo matematica local
(OML), e, consequentemente a uma organizagdo matematica regional (OMR) e a uma organizacdo matematica
global (OMG).
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todos os tipos de funcdes elementares. Por esses fatos, temos a compreensdo que o MER
proposto deve ser aplicado em outros tipos de licenciaturas, assim como a continuidade dos
estudos relacionados com o conceito de fungdo, com a intengao de complementarmos a proposta

continuamente.
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