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Resumen

Se analizaron las conexiones matematicas que emergieron durante una clase de matematicas, de cuarto semestre,
de un bachillerato mexicano, en la que se abordd como objeto de estudio a las funciones exponencial y logaritmica.
El analisis de datos se realiz6 empleando parte del andlisis ontosemiético, en el que se identificaron las conexiones
matematicas entre los objetos primarios que emergieron en las diferentes practicas matematicas realizadas. Las
conexiones matematicas se conciben como un proceso mediante el cual una persona establece una relacién
verdadera entre dos 0o mas conceptos, definiciones, proposiciones, representaciones etc. Uno de los resultados
encontrados es que la conexion de reversibilidad entre las funciones no fue establecida en la clase y que la conexién
mayormente evidenciada fue la de representaciones diferentes (entre los registros lenguaje natural, simboélico y
gréfico).
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Abstract

In this study, we analyzed the mathematical connections that emerged during a fourth-semester math class at a
Mexican high school in which the exponential and logarithmic functions were addressed as an object of study. The
data analysis was carried out using part of the onto-semiotic analysis, in which the mathematical connections
between the primary objects that emerged in the different mathematical practices carried out were identified.
Mathematical connections are conceived as a process by which a person establishes a true relationship between
two or more concepts, definitions, propositions, representations, etc. One of the results found is that the
reversibility connection between the functions was not established in the class and that the most evidenced
connection was that of different representations (between the natural, symbolic, and graphic language registers).
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1 Introduccion

En el campo de la Teoria Ampliada de las Conexiones Matematicas (por sus siglas en
espainol TAC), se han realizado diversos trabajos que han ido desde estudios exploratorios
(ADU-GYAMFI; BOSSE; CHANDLER, 2017; CAMPO-MENESES; GARCIA-GARCIA,
2020; DOLORES-FLORES; RIVERRA-LOPEZ; GARCIA-GARCIA, 2019; ELI; MOHR-
SCHROEDER; LEE, 2011) hasta el networking entre esta y otras teorias (RODRIGUEZ-
NIETO et al., 2021; RODRIGUEZ-NIETO; ALSINA, 2022).

Las investigaciones realizadas en torno a las conexiones matematicas reportan que es
importante promover el establecimiento de conexiones en el aula, ya que estas contribuyen al
desarrollo de la comprension de los estudiantes respecto a los diferentes conceptos matematicos
(CAMPO-MENESES; GARCIA-GARCIA, 2021; MHLOLO, 2012; RODRIGUEZ-NIETO et
al., 2021); permiten ver las matematicas como un todo integrado (GARCIA-GARCIA, 2019;
JAIJAN; LOIPHA, 2012); que los estudiantes le encuentren sentido a las matematicas al
relacionar un concepto con otros, con la vida real y con otras disciplinas (BUSINSKAS, 2008;
DOLORES; GARCIA-GARCIA, 2017); ademas ayudan a desarrollar otras habilidades como
el razonamiento, la comunicacion, la argumentacion, entre otras.

Otro aspecto importante es que establecer conexiones matematicas estd incluido, ya sea
como habilidad o como proceso, en el curriculo de matematicas de diferentes paises, como el
de Colombia (MEN, 1998), México (SEP, 2017), Australia (ACARA, 2012), Estados Unidos
(NCTM, 2013), entre otros, pues estas tienen una relacion directa con el proceso de
comprension matematica. No obstante, es necesario analizar si realmente se establecen
conexiones matematicas en el aula y de qué tipo.

En este sentido, algunas investigaciones han reportado dificultades que evidencian
estudiantes o profesores para establecer conexiones matematicas (CAMPO-MENESES et al,,
2021; DOLORES-FLORES; RIVERRA-LOPEZ; GARCIA-GARCIA, 2019; ELI; MOHR-
SCHROEDER; LEE, 2011; GARCIA-GARCIA; DOLORES-FLORES, 2021; RODRIGUEZ-
NIETO; RODRIGUEZ-VASQUEZ; FONT, 2020; RODRIGUEZ-NIETO; RODRIGUEZ-
VASQUEZ; GARCIA-GARCIA, 2021; TASNI; SAPUTRA; ADOHAR, 2020) y algunas de
ellas se han enfocado directamente en el aula de clase analizando clases presenciales
(RODRIGUEZ-NIETO; RODRIGUEZ-VASQUEZ; FONT, 2020). De manera general, en
estas investigaciones se han abordado conceptos como la derivada, la integral, cénicas,
ecuaciones cuadraticas, funciones, funciones exponencial y logaritmica etc.

Particularmente en lo que compete a las funciones exponencial y logaritmica, en esta
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linea de conexiones matematicas, los trabajos realizados se han centrado en analizar las
conexiones que hacen los estudiantes a través de tareas que se les proponen (CAMPO-
MENESES et al, 2021; CAMPO-MENESES; GARCIA-GARCIA, 2020, 2021) y no
especificamente en analizar lo que sucede en el aula. Campo-Meneses y Garcia-Garcia (2020,
2021) han reportado que una de las principales dificultades de los estudiantes al trabajar con
estas funciones es el no establecimiento de la conexion matematica de reversibilidad (conexion
matematica central), lo cual es consecuencia de las dificultades en el establecimiento de las
demas tipologias de conexiones.

Ademas, desde otros enfoques tedricos también se ha reportado que los estudiantes al
resolver tareas relacionadas con estas funciones se les dificulta trabajar con diferentes registros
de representacion (CASTRO et al., 2017; SUREDA; OTERO, 2013); cometen errores a pesar
de que realizan célculos rutinarios (AZIZ; PRAMUDIANI; PURNOMO, 2017; CHUA;
WOOD, 2005); no llegan a niveles altos de razonamiento covariacional (FERRARI-ESCOLA;
MARTINEZ-SIERRA; MENDEZ-GUEVARA, 2016; TREJO; FERRARI, 2018) ni de la
comprension (CAMPO-MENESES; GARCIA-GARCIA, 2021) respecto a estas funciones,
entre otras.

Este panorama exige que se analice qué estd ocurriendo en el aula cuando se ensefian
estas funciones, con el fin de conocer algunas de las posibles causas de estas dificultades. A
pesar de que se han realizado investigaciones donde se analiza lo que ocurre en el aula, solo se
ha hecho para el caso de la funcidon exponencial y enfocado en la practica del profesor
(CAMPO-MENESES; CRUZ, 2020). Es por ello, por lo que se considera pertinente analizar
una o varias clases en las que se ensefien las dos funciones, ya que esto permitird ampliar el
panorama acerca de la ensefianza-aprendizaje relacionado con las funciones exponencial y
logaritmica desde la mirada de las conexiones matemadticas. Por tanto, en esta investigacion,
interesa responder la siguiente pregunta: ;qué conexiones matematicas se establecen en una
clase de matematicas (en modalidad virtual) de cuarto semestre de bachillerato en la que se
abordan las funciones exponencial y logaritmica?

Para ello, se emplean algunos constructos del EOS, de manera similar como se muestra
en Campo-Meneses et al. (2021) y Rodriguez-Nieto et al. (2021), con el fin de identificar las
conexiones matematicas a través del andlisis de practicas y configuracion de objetos primarios.
A diferencia de Campo-Meneses et al. (2021) y Rodriguez-Nieto et al. (2021), en esta
investigacion solo se usa el analisis ontosemiotico, no la combinacion de este con el analisis
tematico. Esto, porque se pueden identificar conexiones establecidas entre los objetos primarios

empleando solo el andlisis ontosemidtico, lo cual se considera una via distinta de analizar
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conexiones matematicas.

De acuerdo con lo anterior, se considera que este trabajo es pertinente porque se
identifican conexiones matematicas asociadas a las funciones exponencial y logaritmica,
empleando como método el analisis ontosemiodtico, y se muestra un panorama, a través de las
conexiones matematicas, de lo que ocurre en el aula cuando se ensefian estas funciones, lo cual
permite identificar posibles causas de las dificultades en el aprendizaje de los estudiantes sobre
estas funciones, que puede servir como base para futuras investigaciones que se centren en el
disefio. Cabe resaltar que las sesiones de clase analizadas se llevaron a cabo en tiempo de
pandemia (COVID-19), a través de la ensefianza remota, lo cual también es interesante pues las
conexiones identificadas emergieron en este ambiente y, pueden diferir con aquellas que surjan

en la ensefianza de manera presencial.

2 Marco Teorico

En esta investigacion se emplea la TAC y algunos constructos del EOS teniendo en

cuenta el networking realizado en Rodriguez-Nieto et al. (2021).

2.1 Teoria Ampliada de Conexiones Matematicas (TAC)

Las conexiones matematicas se asumen, de acuerdo con Garcia-Garcia y Dolores-Flores
(2018), como un proceso en el que una persona establece relaciones verdaderas entre dos
conceptos, definiciones, proposiciones, representaciones etc., entre si, con la vida real u otras
disciplinas. Estas son exteriorizadas mediante los argumentos escritos, orales o gestuales que el
sujeto evidencia en el momento en que explica algin tema o resuelve tareas propuestas. Dado
que en esta investigacion se indaga acerca de las conexiones que establecen tanto el profesor
como los estudiantes, se consideran las siguientes tipologias de conexiones matematicas:

Orientada a la instruccion (OI): emerge cuando A y B son conceptos o habilidades
conocidas o por aprender, y se da de dos formas: cuando se relaciona el nuevo conocimiento
con el previo o cuando los grupos de conceptos y procedimientos matematicos conectados entre
si se consideran prerrequisitos para abordar el nuevo tema (BUSINSKAS, 2008).

Caracteristica (C): es la relacion establecida entre el concepto matematico y los rasgos
invariantes de este que los distinguen de otros o que lo asemejan a otros (ELI; MOHR-
SCHROEDER,; LEE, 2011; GARC{A-GARCIA; DOLORES-FLORES, 2018).

Parte-todo (PT): estad referida a la relacion de generalizacion (entre casos generales y
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particulares) o inclusion (un concepto esta contenido en otro) entre conceptos matematicos
(BUSINSKAS, 2008; GARCIA-GARCIA; DOLORES-FLORES, 2018).

Representaciones diferentes (RD): se refiere a la relacion entre dos representaciones
cada una ubicada en registros diferentes (representaciones alternas) o bien en el mismo registro
semiotico (representaciones internas/equivalentes) (BUSINSKAS, 2008; GARCIA-GARCIA;
DOLORES-FLORES, 2018).

Procedimental (P): es de la forma un procedimiento A es utilizado al trabajar con un
concepto B. Esta conexién incluye todo medio (calculos, formulas, graficos...) para llegar a un
resultado (EVITTS, 2004; BUSINSKAS, 2008; GARCIA-GARCIA; DOLORES-FLORES,
2018).

Implicacion (I): es la relacion logica entre dos conceptos de la forma si... enfonces
(BUSINSKAS, 2008).

Significado (S): es la relacion entre un concepto matematico y el sentido que los
estudiantes le atribuyen (que lo hace diferente de otro), lo cual se puede ver de dos formas:
como la relacion entre el concepto y la definicion que el estudiante ha construido para este o
como la relacién entre el concepto y sus contextos de uso (GARCIA-GARCIA; DOLORES-
FLORES, 2018).

Reversibilidad (R): es la relacion bidireccional entre dos conceptos matematicos, es
decir, se puede partir de un concepto A para llegar al B y a su vez invertir el proceso para llegar
del B al A (GARCIA-GARCIA; DOLORES-FLORES, 2018).

Modelado (M): se refiere a la relacion que se establece entre el mundo de las
matematicas y el real (o la vida cotidiana de los estudiantes) y entre las matematicas y otras
ciencias. Particularmente, puede verse como la relacion establecida entre el concepto
matematico y una tarea en contexto real (que ocurra o pueda ocurrir en la vida real) o una tarea
de aplicacion en alguna disciplina distinta a las matematicas, en el que el sujeto partiendo de la
tarea construye un modelo matematico para darle solucion. Una vez construido el modelo, el
sujeto hace uso de diversos conocimientos (matematicos o0 no) y ejecuta diversas acciones
(algebraicas, graficas etc.) para llegar a una respuesta coherente a la situacion planteada
(EVITTS, 2004; DOLORES; GARCIA-GARCIA, 2017).

Metaforica (Mt): es la relacion establecida entre un dominio de origen (con el que se
esta familiarizado) y un dominio final (el nuevo o abstracto) (RODRIGUEZ-NIETO;
RODRIGUEZ-VASQUEZ; FONT, 2020).
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2.2 Algunos constructos del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion

Matematica (EOS)

Del EOS se toma, particularmente, la nociéon de actividad matematica, practica
matematica, funciones semidticas, objetos primarios y configuracion de objetos. En este
sentido, en este enfoque se considera que, para describir la actividad matematica desde una
perspectiva institucional y personal, es necesario considerar los objetos involucrados en dicha
actividad y las relaciones semidticas entre ellos (BORJI, ef al, 2018, BREDA; PINO-FAN;
FONT, 2017; GODINO; BATANERO; FONT, 2019). Asi, la actividad matematica se modela
en términos de practicas matematicas y configuracion de objetos primarios y procesos activados
en tales practicas.

Una préctica matematica se concibe como toda accién o manifestacion llevada a cabo
en la resolucion de tareas matematicas y en la comunicacion de las respectivas soluciones a
otras personas, con el objetivo de validarlas y generalizarlas a otros contextos (GODINO;
BATANERO, 1994). Los objetos que intervienen en la practica matemadtica pueden ser
ostensivos (simbolos, graficos...) y no ostensivos (que son recordados al hacer matematicas).
El término objeto, desde la idea ontologica del EOS, se usa ampliamente para referirse a
cualquier entidad que, de alguna manera, esté involucrada en la practica matematica y que
pueda identificarse como una unidad.

De acuerdo con Godino, Batanero y Font (2007) se definen seis objetos primarios: las
tareas, que son aquellas en las que surge la actividad matematica (pueden ser tareas extra-
matematicas o intra-matematicas); representaciones, referidas a las diferentes formas en las que
se puede representar la informacion presentada en una tarea o bien para representar una nocion
matematica; definiciones, que son aquellos objetos matematicos que se usan de manera
implicita o implicitamente en la actividad matemética y que pueden ser definidos;
proposiciones, que son los enunciados acerca de los conceptos; procedimientos, que incluyen
algoritmos, operaciones y técnicas de calculo usados para resolver una tarea y los argumentos,
que son las justificaciones usadas para mostrar la validez de una proposicion o el desarrollo de
tareas (argumentos formales e informales).

Entre los objetos se establecen diferentes relaciones que son llamadas funciones
semioticas, en esencia las funciones semioticas (FS) son un instrumento relacional entre los
objetos primarios activados en las practicas matematicas que se realizan en el aula dentro de un
determinado juego de lenguaje (WITTGENSTEIN, 1953). De acuerdo con el networking

realizado en Rodriguez-Nieto ef al. (2021), existe una relacion entre las funciones semidticas y
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las conexiones matematicas, pues estas ultimas pueden ser consideradas como casos
particulares de las primeras. Cabe sefialar que en esta investigacion se adopta que las
conexiones matematicas se establecen entre cinco (tarea, procedimientos, representaciones,
proposiciones y definiciones) de los seis objetos primarios, ya que los argumentos son los que
sustentan el establecimiento de dichas conexiones (CAMPO-MENESES; GARCIA-GARCIA,
2021).

3 Metodologia

La investigacion tiene un enfoque cualitativo, especificamente es un estudio de caso, en
el que se emplearon quince videograbaciones de clase llevadas a cabo en la ensefianza de las

funciones exponencial y logaritmica, para recolectar datos.

3.1 Estudio de caso

Para seleccionar el caso se contactaron a cinco profesores de matematicas que se
encontraban trabajando en bachillerato, especificamente que tuvieran a cargo la asignatura de
Matematicas 1V, pues es donde se abordan las funciones exponencial y logaritmica segun el
plan de estudio mexicano. Se les pidi6 a los profesores que videograbaran las sesiones en las
que abordaran estas funciones y, luego, compartieran los videos con los investigadores. Del
grupo de profesores, solo uno de ellos lo hizo y, por ende, ese profesor y su grupo es el estudio
de caso de la presente investigacion.

En este sentido, el estudio de caso esta compuesto por un grupo de 28 estudiantes y el
profesor encargado de la asignatura Matematicas I'V. Los estudiantes se encontraban cursando
cuarto semestre de bachillerato (segundo semestre del grado 11) y sus edades oscilaban entre
dieciséis y diecisiete anos (a los que llamaremos E1, E2... E28). El profesor (P) es Licenciado
en Matematicas y Magister en Matematicas Aplicadas y, en el momento de la colecta de datos

tenia 28 afos.
3.2 Analisis de los datos
Para analizar los datos se empled el andlisis ontosemiotico propuesto por el EOS, el cual

tiene que ver con la identificacion de objetos primarios emergentes de las practicas matematicas

y la relacion entre estos (conexiones matematicas). Para ello, se llevaron a cabo las siguientes
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fases:

Fase 1. Se organiz6 la informacion y se transcribieron las sesiones videograbadas a
Microsoft Word. Ademas, se describid qué se hizo en cada sesion.

Por ejemplo, en la sesion 14 el profesor propuso una tarea acerca de caracterizar dos
funciones exponenciales de las cuales escribio su representacion simbolica. El profesor hizo
preguntas a los estudiantes sobre la monotonia, asintota, dominio, rango y punto caracteristico
de la funcién en estudio. Para ello, algunos estudiantes respondieron estas preguntas y entre
todos caracterizaron las funciones. Finalmente, el profesor mostrd la grafica realizada en
GeoGebra con sus caracteristicas.

Fase 2. Se identificaron las practicas matematicas realizadas tanto por el profesor como
por los estudiantes. Por ejemplo, algunas de las practicas matematicas realizadas por el profesor
fueron:

- Representa verbal y simbolicamente las funciones f(x) = 2**1y f(x) = 2*¥

- Ubica el punto caracteristico y la asintota de la funcion f(x) = 2%

- Traza el punto caracteristico, la asintota y la funcion

- Caracteriza la funcion f(x) = log,(x —3) +5

- Grafica la funcion f(x) = log,(x —3) +5

Algunas de las practicas matematicas realizadas por el estudiante fueron:

- Caracteriza la funcion f(x) = logi(x +3) — 1
5
- Encuentra el dominio y el rango de f(x) = log:(x +3) — 1
5

- Argumenta cuando una funcidon exponencial o logaritmica es creciente de
acuerdo con su base.

Fase 3. A partir de las practicas matematicas identificadas, se analizaron los objetos

primarios (tarea, representaciones, procedimientos, proposiciones, argumentos y definiciones)
que emergieron de dichas practicas.

En el Cuadro 1 tenemos el muestreo de la sesidon #14.

Objetos
Tarea (T) T1: Caracterizar las funciones logaritmicas f(x) = log,(x —3) +5y
g(x) =logi(x +3) —1(P)
5
Definiciones (D) D1: Funcién, D2: Dominio, D3: Rango, D4: Asintota D5: Punto
caracteristico, D6: Funcién exponencial; D7: Funcién logaritmica. (Py E)
Representaciones Simbolica 1: f(x) = log,(x —3) + 5 (P)

Simbdlica 2: f(x) = log1(x +3) — 1 (P)
5
Grafica 1: Grafica de x=3 (P)
Grafica 2: Graficade f(x) = log,(x — 3) + 5 (P)
Grafica 3: Graficade f(x) = log1(x +3) — 1 (P)
5
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Lenguaje natural: Funcion logaritmica (P)

Procedimientos (Pr) Prl: procedimiento para graficar una funcion a partir de sus unidades
significantes. (P y E)
Proposiciones (Pp) Ppl: Lo primero que se grafica antes de la funcion es su asintota (P)

Pp2: La asintota de la funcion f(x) es x = 3 (P)

Pp3: El punto caracteristico es (4,5) (E)

Pp4: Para hacer la grafica necesitamos la monotonia (E)

Pp5: La monotonia de la funcion es creciente (E)

Pp6: La funcidn es creciente porque la base es mayor que uno (E)

Pp7: El dominio de la funcion f(x) es desde 3 hasta infinito o los x
mayores que 3 (E)

Pp9: El rango de f(x) son todos los nimeros reales (E)

Pp10: Para graficar la funcion primero habria que hacer la asintota que es x
igual a menos 2 (E)

Ppl11: El punto caracteristico de g(x) estaen (-1, -1) (E)

Pp12: El dominio de g(x) son los x mayores que menos 2 (E)

Pp13: El rango de la funcién g(x) es desde menos infinito a mas infinito
E)

Argumentos Argumento 1: Tesis: Pp 5; Razon: Pp 6 (E)

Nota: para identificar lo referido al profesor, a los estudiantes o a ambos, al final de cada objeto primario
especifico entre paréntesis se ponen las letras P y E, (E) significa que corresponde a los estudiantes, (P), que
corresponde al profesor y (P y E) que corresponde a ambos.
Cuadro 1 - Configuracion de objetos primarios emergentes en la sesion #14
Fuente: elaborado por los autores

Fase 4. Se analiza la relacion establecida, por los participantes, entre los objetos
primarios de la configuracion, con el fin de identificar la conexion matematica establecida. Y,
finalmente, se hace una triangulacion por expertos para asegurar la confiabilidad y la validez

del analisis. En el Cuadro 2 se ejemplifica como se hizo tomando como referente el Cuadro 1.

Objetos relacionados Tipo de conexion

Simbolical-Grafica2; Simbolical-Gréafica2; Representaciones diferentes (P)

Simbolical-Lenguaje natural 1; Simbolica 2- Lenguaje

natural 1
Simbolical-Pr; Simbolica2-Prl Procedimental (P y E)
Grafica 2-Pp2; Grafica2-Pp3;  Simbolical-Pp5; Caracteristica (E)

Simbolical-Pp6; Simbolical-Pp7; Simbolica 1-Pp9;
Grafica3-Pp10; Simbdlica2-Pp12; Simbolica2-Pp13

Nota: para identificar lo referido al profesor, a los estudiantes o a ambos, al final de cada objeto primario
especifico entre paréntesis se ponen las letras Py E, (E) significa que corresponde a los estudiantes, (P), que
corresponde al profesor y (P y E) que corresponde a ambos.
Cuadro 2 - Conexiones matematicas a partir de las relaciones establecidas entre los objetos primarios
emergentes en la sesion #14
Fuente: elaborado por los autores

4 Resultados
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Para abordar este apartado, primero mostramos las conexiones promovidas en la clase
por el profesor y, en un segundo momento, las conexiones matematicas establecidas por los

estudiantes.
4.1 Conexiones matematicas establecidas por el profesor

Una vez realizado el andlisis de las quince sesiones de clase se identificaron las

siguientes conexiones matematicas establecidas por el profesor.
4.1.1 Conexion matematica representaciones diferentes

Esta conexién matemadtica emerge en todas las sesiones de clase, particularmente en la
sesion 1 se establece entre la representacion lenguaje natural de cada propiedad de los
exponentes y su representacion simbolica. En las demas sesiones se observa esta conexion entre
la representacion lenguaje natural y la expresion simbdlica de la funcion exponencial y, entre
las representaciones simbolicas de funciones particulares (por ejemplo, g(x) = 2%, f(x) = x2,

X x+4
h(x) = G) ,m(x) = G) ,n(x) = 4°73 4+ 5) y sus respectivas representaciones graficas.

En la sesion 2, se identifica que el profesor establece esta conexion entre las

X
representaciones simbodlicas g(x) = 2%, f(x) =x2, h(x) = G) y sus respectivas

representaciones tabulares. De manera similar, el profesor establece esta conexion respecto a la
funcion logaritmica, pues relaciona expresiones simbolicas de esta funcion (por ejemplo:
f(x) =log;,(x +4), n(x) = logsx, g(x) =log,(x + 2), f(x) =logs(x — 2) + 3) con sus
respectivas representaciones graficas. Por ejemplo, en la Figura 1 se muestra lo que el profesor
hizo en GeoGebra y, de esta forma, es que relaciona el registro simbolico con el grafico para

casos particulares de la funcion logaritmica.
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Figura 1 — Representaciones simbdlicas y graficas de funciones logaritmicas realizadas en GeoGebra por el
profesor
Fuente: elaboracion del profesor de la clase

4.1.2 Conexion matematica de significado

Esta conexion se evidencia en pocas ocasiones, principalmente cuando el profesor
propone una definicién de la funcion exponencial y logaritmica, y algunos contextos de uso
tomando como referencia el libro de texto de la institucién. Por ejemplo, para el caso de la

funcién exponencial el profesor proyecta la definicién que se muestra en la Figura 2.

Forma general de la funcién exponencial

La funcién exponencial de base a tiene la forma: f(x)=a*. Donde x es un nimero real
cualquieray a>0, a=1

Algunos ejemplos de funciones exponenciales son:

e f(x)=2x, funcion exponencial de base 2
e g(x)=4%, funcién exponencial de base 4

¢ h(x)=10%, funcién exponencial de base 10

Figura 2 - Definicion de la funcion exponencial segin un libro de texto
Fuente: Hernandez (2020, p.156)

Para la funcion logaritmica, el profesor proyecta la definicidon como se muestra en la

Figura 3.
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Forma general de la funcion logaritmica

Paraa>0ya =1, la funcién logaritmica con base a se define como:

log,x=y e a" =x

Es decir que, el log, x es el exponente al cual la base a debe ser elevada para obtener x.

Figura 3 - Definicion de la funcién logaritmica segtin un libro de texto
Fuente: Hernandez (2020, p.166)

Otra manera de evidenciar esta conexion matematica fue al proponer contextos de uso,
tal como se puede observar en el siguiente extracto del discurso del profesor:

P: Ahora vamos a ver una aplicacion de la funcion exponencial para que vean algunos ejemplos
de donde esta funcion exponencial se utiliza, por ejemplo: en un experimento realizado por un
equipo de investigadores relacionados con el cultivo de una cepa de bacterias se demostro que
éstas se duplican cada hora, o sea cada una hora que pase, el nimero de bacterias que hay se
duplica, eso significa que se hace 2 veces mayor jverdad? Si tengo 2 bacterias, al cabo de una
hora /jcudntas voy a tener? cuatro jverdad? y asi sucesivamente o sea estas bacterias se
duplican cada hora. Si al inicio de la prueba existian 20 bacterias ;jcudntas bacterias habra en
t horas? [...] (Discurso del profesor, 2021).

De acuerdo con esto, el profesor establece una relacion entre la funcion exponencial y
un contexto de uso referido al crecimiento de bacterias. Sin embargo, es el Unico ejemplo que

trae a colacion en la clase y no evidencia ejemplos relacionados con la funcion logaritmica.

4.1.3 Conexion matematica de modelado

La conexién de modelado se evidencia en una sesion, y Unicamente cuando el profesor
aborda una situacion relacionada con el crecimiento de una poblacion de bacterias, como se
muestra en el extracto anterior. Para ello, el profesor relaciona la situacién extramatematica con
un modelo matematico, presenta casos particulares para algunos valores de la variable

independiente y los interpreta respecto a la situacion.

4.1.4 Conexion matematica parte-todo

La conexion parte-todo se evidencia en el discurso del profesor cuando establece una
relacién entre el procedimiento general para simplificar expresiones donde se usan leyes de los
exponentes y el procedimiento empleado de manera particular para expresiones dadas. De
manera similar, se identifica en el momento en que el profesor relaciona el procedimiento

general para pasar de una representacion simbdlica a la grafica de una funcion, teniendo en
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cuenta las unidades significantes (aplicando un desplazamiento vertical y horizontal) para
aplicarlo a casos particulares de funciones exponenciales y logaritmicas.

Ademas, esta tipologia de conexidn se evidencia cuando el profesor propone casos
particulares de funciones exponenciales y logaritmicas basandose en la definicion, tal como se
muestra en la Figura 1y en el extracto siguiente:

P: [...] cuando hablamos de logaritmo debemos pensar en ;cudl seria el exponente al que yo
tengo que elevar mi base para obtener la x?, de ahi que el log,8 = 3 porque 23 = 8. Listo,
ahora lo mismo con el otro logs125 = 3 porque 53 = 125 [...] (Discurso del profesor, 2021).

4.1.5 Conexion matematica orientada a la instruccion

El profesor establece esta conexion entre el tema leyes de los exponentes y la funcién
exponencial y entre las funciones algebraicas y la funcidon exponencial. Esto se evidencia en la
primera y segunda sesion, cuando afirma que, antes de abordar la funciéon exponencial, es
necesario repasar las leyes de los exponentes que los estudiantes han trabajado en cursos
previos, pues este es prerrequisito para abordar esta funcion. Ademas, cuando afirma que la
funcién exponencial se comporta de manera diferente a las funciones trabajadas, tal como se
muestra en el siguiente extracto:

P: [...] bueno como hemos estado trabajando las diferentes funciones ya trabajamos la lineal,
la cuadrdtica, la cubica, entre otras, hoy vamos a trabajar una funcion que se comporta
diferente a las que ya hemos trabajado y que tiene que ver con la clase anterior, y se llama
funcion exponencial [...] (Discurso del profesor, 2021).

Asimismo, cuando el profesor introduce la funcidon logaritmica conecta esta con la
exponencial, afirmando que en las sesiones pasadas trabajaron la funcion exponencial y que
ahora abordaran la funcion logaritmica que es la inversa de la exponencial, sin embargo, no

ahonda en como se relacionan los dominios, rangos, graficas, expresiones de ambas funciones.

4.1.6 Conexion matematica procedimental

Esta conexién matematica es establecida por el profesor entre las representaciones
simbolicas de las propiedades de los exponentes y su procedimiento general para usarlas.
Ademés, entre cada expresion simbolica particular y el procedimiento usando las propiedades
para simplificarla. Un ejemplo de esto se encuentra en el siguiente extracto, cuando el profesor
explica, en la sesion 1, una propiedad de los exponentes:

P: Entonces la primera propiedad dice que si tenemos la multiplicacion de 2 potencias y sus
bases son iguales entonces el resultado del producto de esas potencias es igual a la misma base
elevada a la suma de los exponentes [en la pantalla aparece: (a”)(a®) = a"*%]. O sea, que, si
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tenemos 5 elevado a la 7, por 5 elevado a la 2, la respuesta es 5 elevado a las 7 + 2, y eso es
iguala 5 ala 9 [(57)(5%) = 5772 = 5°] (Discurso del profesor, 2021).

Asi también, esta conexion matematica es establecida por el profesor entre la definicion
de desplazamiento horizontal/vertical y el procedimiento para aplicarlo a una determinada
funcion, a partir de la grafica de las funciones de la forma f(x) = a* y g(x) = log,x para
obtener otras funciones de la forma f(x) = a**? + cy g(x) = log,(x + b) + c. Para ello, el
profesor explica como influye el numero que se le suma a la variable o a la funcion, en la grafica
partiendo de una funcién que ¢l le llama base (se refiere a la expresion mas sencilla de una

funcion exponencial y logaritmica).

4.1.7 Conexion matematica caracteristica

La conexidon matematica caracteristica emerge en diferentes momentos de cada sesion.
Inicialmente, se logra evidenciar cuando el profesor establece relaciones entre la expresion
simbolica de la funcion exponencial general f(x) = a* y diferentes proposiciones como: en la
expresion f(x) = a*, x es cualquier numero real y, el valor de a es mayor a cero y diferente de
1. También se identifica que esta conexion es establecida por el profesor entre la funcion
exponencial y la proposiciones: las funciones exponenciales tienen un crecimiento o
decrecimiento super rapido; la variable independiente se encuentra en el exponente; el dominio
de una funcidn exponencial es el conjunto de todos los nlimeros reales; el rango de una funcion
exponencial son los y mayores a cero; si la base es mayor que 1 la funcion es creciente y, si la
base esta entre 0 y 1 la funcidn es decreciente.

Ademas de esto, el profesor también relaciona la funcién exponencial y la funcién
cuadratica a través de la proposicion: la funcion exponencial va a crecer mucho mds rdpido que
la funcion cuadratica, lo cual es evidencia de que la caracteristica relacionada con la monotonia
es clave para diferenciarla de una funcion cuadratica en este caso. De manera particular, se
relaciona la expresion simbolica g(x) = 2* y la proposicion para el caso de la funcion
exponencial g(x) = 2% los datos se van duplicando.

También, se establece esta conexion entre las funciones exponenciales y las
proposiciones: el dominio de una funcién exponencial es el conjunto de todos los numeros
reales; el rango de una funcion exponencial son los y mayores a cero; si la base es mayor que 1
la funcidn es creciente y si la base estd entre cero y 1 la funcidon es decreciente; entre otras

relacionadas con el punto caracteristico, asintota y monotonia.
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4.1.8 Conexion matematica metaforica

En la sesion 2, se establece la relacion entre la definicion de continuidad de una funcion
exponencial y la proposicion: las grdficas de las funciones exponenciales son curvas sin saltos,
la cual hace alusion a que la grafica de una funcidn es un camino. Ademas, en la mayoria de las
sesiones, cuando el profesor hace referencia a la asintota de una funcion establece una relacion
entre el concepto de asintota y la proposicion: la asintota es la recta a la cual la funcion por
mas de que se acerca no la toca y, finalmente, cuando el profesor relaciona una grafica a partir
de otra, refiriéndose a que las graficas de las funciones cambian de posicion, lo cual hace
parecer que éstas fueran objetos. Las metaforas establecidas por el profesor, en su mayoria, son
comunes en el discurso de un profesor, y quizé no generan confusion, sin embargo, la referida
al desplazamiento podria ocasionar que los estudiantes crean que es la misma funcién que se

va moviendo por el plano.

4.1.9 Conexion matematica de implicacion

Esta conexion se evidencia cuando el profesor realiza la grafica de las funciones a partir
de las unidades significantes y, para ello, relaciona diferentes proposiciones. Por ejemplo, en el
siguiente extracto se observa que el profesor relaciona la proposicion la funcion g(x) = 2* +
1, es la funcion original [f(x) = 2*] a la cual se le ha sumado una unidad, y la proposicion
la funcion [g(x) = 2* + 1] se ha desplazado una unidad hacia arriba... respecto a f(x) =
2%,

P: [...] ahora miremos que tenemos que graficar la otra funcion g(x) = 2* + 1, qué es la
Sfuncion original [f(x) = 2%*] a la cual se le ha sumado una unidad, eso quiere decir que se ha
desplazado una unidad hacia arriba, la asintota, el punto caracteristico y la misma funcion o
todos los puntos de la funcion se han desplazado una unidad hacia arriba quedando la siguiente
grdfica [...] (Discurso del profesor, 2021).

En la mayoria de las sesiones, se evidencia la conexion de implicacion de manera similar
en que se observa en el extracto anterior, donde el profesor relaciona dos proposiciones
afirmando frases como: si a la variable x o a la funcion se le suma un valor, entonces la grafica

de dicha funcion se desplaza horizontal o verticalmente respectivamente.

4.2 Conexiones matematicas establecidas por los estudiantes

Las conexiones matemadticas establecidas por los estudiantes en la clase son de tipo:
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procedimental, caracteristica e implicacion. Estas se ejemplifican a continuacion.

4.2.1 Conexion matematica procedimental

Esta conexion se evidencia cuando los estudiantes relacionan la grafica de una funcién
exponencial o logaritmica con el procedimiento para realizar la grafica de otra funcioén del
mismo tipo. Y emerge a través de las preguntas, que propone el profesor en la clase,

relacionadas con la caracterizacion de funciones exponenciales y logaritmicas.

4.2.2 Conexion matematica caracteristica

Esta conexion es establecida por los estudiantes en diferentes sesiones cuando el
profesor les pregunta acerca de las graficas de las funciones en estudio. Las relaciones
establecidas se dan entre una funcion exponencial o logaritmica y proposiciones acerca de la
asintota, dominio, rango, crecimiento, punto caracteristico y puntos de corte con los ejes. Por
ejemplo, en el siguiente extracto se observa que algunos estudiantes relacionan la expresion
simbolica f(x) = log,x con las proposiciones: la asintota de f(x) es x =0, el punto
caracteristico de f(x) es (1,0) y, la funcion f(x) es creciente.

P: jcudl es la asintota de la funcion f(x) = log,x?

El: equis igual a cero

P: excelente x igual a cero seria la asintota, que coincide en este caso con el eje y, voy a hacer
la recta seria una linea discontinua y ;donde estaria entonces mi punto caracteristico?

E2: uno coma cero [(1,0)]

P: muy bien gracias E2 en uno punto y coma cero, seria mi punto caracteristico ;jquién me dice
la monotonia? cuando digo monotonia chicos me refiero a si es creciente o decreciente.

E3: creciente

P: muy bien E3 ;por qué es creciente?

E3: porque la base es mayor que uno (Dialogo entre el profesor y estudiantes, 2021).

4.2.3 Conexion matematica de implicacion

Esta conexion emerge cuando los estudiantes argumentan sus respuestas relacionadas
con la monotonia de las funciones, el dominio, punto caracteristico y asintota. Por ejemplo, en
el extracto anterior la estudiante E3 afirma que como la base de la funcion f(x) es mayor que
uno, entonces la funcidn es creciente, de manera similar ocurre en el siguiente extracto con E4
al afirmar que si la asintota de g(x) es x = 0 entonces el dominio de la funcién son los x

mayores que cero.
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P: ;Cudl es el dominio de la funcion g(x) = logix?
5

E4: los x mayores a cero

P: aja muy bien x mayores a cero jpor qué lo sabes?

E4: porque es desde la asintota hacia adelante y la asintota es igual a cero (Dialogo entre el
profesor y el estudiante, 2021).

En estos casos mencionados se establece una relacion entre dos proposiciones.
5 Discusion y conclusiones

Esta investigacion tenia como objetivo analizar las conexiones matematicas que se
establecen en una clase de matematicas en la que se abordan las funciones exponencial y
logaritmica, empleando el andlisis ontosemiotico. Si bien, en otras investigaciones este se ha
usado junto con el andlisis tematico para identificar conexiones matematicas, en este estudio se
empled solo, pues se considerd viable a la hora de analizar el establecimiento de conexiones
matematicas entre los objetos primarios que emergieron en la clase. Del uso de este analisis se
concluye que, es una alternativa para identificar conexiones matematicas que establece un
sujeto, y su uso permite organizar cudles son los objetos implicados en la practica y qué
relaciones establece el sujeto entre estos, lo cual contribuye a identificar qué tipologia de
conexion esta en juego.

Los resultados de esta investigacion muestran que el profesor establece las diferentes
tipologias de conexiones matematicas abordadas en el marco tedrico, lo cual es consistente con
los resultados de Hatisaru (2022) respecto al tema de funciones en general y Rodriguez-Nieto
et al. (2023), aunque ellos consideraron el estudio de otro concepto matematico. Asi también,
los resultados indicaron que las conexiones matematicas mas empleadas por el profesor objeto
de estudio, fueron las de tipo representaciones diferentes, procedimental y caracteristica y las
menos evidenciadas fueron las tipologias de modelado y de significado, ya que estas solo se
identificaron en una sola sesion.

Particularmente la conexion de reversibilidad, la cual es la conexion central, no se
observo en la clase, el profesor solo se limitd a afirmar que la funcién logaritmica es la inversa
de la exponencial, pero no establecid dicha conexidn entre las caracteristicas de las funciones.
Esto es consistente con los resultados de Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez y Font (2020)
que, reporta que esta conexion no se evidencia en el discurso del profesor.

Este panorama muestra que el profesor ensefia las funciones por separado. Sin embargo,
consideramos que, si promoviera la conexion de reversibilidad, esto influiria en la comprension

de estas funciones por parte de los estudiantes, tal como se muestra en Campo-Meneses y
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Garcia-Garcia (2021). Ademas, los resultados indicaron que el profesor no propone situaciones
donde se empleen estas funciones para contribuir con la emergencia de conexiones extra-
matematicas. Esto es un problema en la comprension de los estudiantes, ya que estos
caracterizan cada funcidon dependiendo del contexto y el tipo de problema en el que se aborde,
tal como se plantea en Silva y Almeida (2018) respecto a la funcion exponencial.

Afadido a esto, en el salon de clases no se abordan diferentes registros de representacion
por el profesor objeto de estudio y, por ende, la relaciones entre estos, lo que puede generar que
los estudiantes cuando piensen en funciones solo se remitan a pensar en las representaciones
simbdlica y grafica. Esto es un problema que se ha reportado en investigaciones que, aunque
no abordan directamente el enfoque de conexiones matematicas, trabajan el vinculo entre las
diferentes formas de representar las funciones, como se observa en Castro et al. (2017) respecto
a la funcion exponencial y, en Mpofu y Mudaly (2020) respecto al trabajo con funciones en
general. En este sentido, Mpofu y Mudaly (2020) sugieren ponerle atencion a este problema,
promoviendo el vinculo de estas representaciones en clase, siendo conscientes que los
estudiantes tienen la capacidad de establecer dichas relaciones.

Las explicaciones del profesor carecen de establecer relaciones entre cada funcion y su
comportamiento, lo cual es clave para diferenciarlas de otros tipos de funciones. Ahora bien, a
pesar de que el profesor establece las diferentes conexiones que se reportan en el marco (cada
una en diferente medida), los estudiantes solo evidencian establecer las conexiones de tipo
implicacion, procedimental y caracteristica. Estas conexiones identificadas son pocas
comparadas con las reportadas en investigaciones sobre las conexiones establecidas por
estudiantes respecto a las funciones exponencial y logaritmica (CAMPO-MENESES;
GARCIA-GARCIA 2020; CAMPO-MENESES et al., 2021), y otros conceptos matematicos
(DANS-MORENO; RODRIGUEZ-VASQUEZ; GARCIA-GARCIA, 2022; DOLORES-
FLORES; RIVERA-LOPEZ; GARCIA-GARCIA, 2019). Las dos ultimas coinciden con las
conexiones mayormente evidenciadas en el discurso del profesor.

La dindmica de las sesiones, en general, estuvo enfocada en una ensefianza de tipo
magistral con algunos espacios donde el profesor planteaba preguntas a los estudiantes, con el
fin de realizar alguna tarea entre todos. El profesor insistia a los estudiantes en que participaran,
pues ellos solian quedarse callados cuando €l les hacia preguntas y, eran pocos los estudiantes
que aportaban. El hecho de que la clase se diera en un ambiente virtual dificulté al profesor
conocer realmente lo que los estudiantes estaban realizando, lo cual impidi6 que ¢l se diera
cuenta si los estudiantes estaban comprendiendo o no.

Las preguntas realizadas por el profesor en todas las sesiones eran similares y estaban
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relacionadas con la identificacion del punto caracteristico, asintota, dominio y rango y en cdémo
era la monotonia de la funcion que se iba a graficar. No se evidenciaron preguntas en las que se
discutiera algun resultado, sobre definiciones, analisis de graficas, relacion entre las dos
funciones, entre otras cosas que permitieran a los estudiantes analizar estas funciones en las
diferentes representaciones y contextos de uso.

Dada la dinamica de la clase, no se logra evidenciar si los estudiantes reconocen cuando
se habla de un comportamiento logaritmico y cudndo de uno exponencial, ademas, no se logra
identificar si ellos reconocen que las funciones son inversas y lo que esto implica en sus
caracteristicas; si son capaces de resolver tareas que impliquen el establecimiento de conexiones
mas complejas como la conexion de significado, reversibilidad y modelado, y si realmente
lograron comprender estas funciones. De acuerdo con esto, se puede afirmar que la forma en
que el profesor enfoque la clase determinara las tipologias de conexiones que los estudiantes
estableceran y esto influird en su nivel de comprension respecto a las funciones.

El no establecimiento de la conexion de reversibilidad es una dificultad evidenciada por
estudiantes de nivel medio y superior reportada en la literatura (CAMPO-MENESES;
GARCIA-GARCIA, 2020; CAMPO-MENESES et al., 2021), y ésta es evidencia de la falta de
comprension. Asi que una causa de las dificultades reportadas en la literatura es el enfoque de
la clase, si la clase se centra en aprender procedimientos, limitard la comprension de los
estudiantes y evitard que se fomente practicas matematicas ricas en las que se promuevan
diferentes procesos cognitivos, como es el caso de las conexiones matemadticas. Si bien, algunos
estudiantes lograron caracterizar diferentes funciones, no se les dio la oportunidad de discutir,
analizar y resolver diferentes tipos de tareas, que involucraran contextos diversos asociados con
las funciones exponencial y logaritmica.

La discusion se torna compleja cuando se trabaja en este nivel educativo de manera
virtual, ya que el profesor no puede ver, exactamente, qué estan haciendo los estudiantes y como
es el proceso de aprendizaje, pues lo limita el hecho de que los estudiantes no quieran participar
ni encender su camara.

Esta investigacion muestra que las conexiones que haga el profesor influyen en las que
puede llegar a establecer el estudiante, sin embargo, eso no quiere decir que todas las
conexiones que el profesor establezca los estudiantes también las evidenciaran, pues dependera
de las estrategias que use para ensefiar y del tipo de tareas que proponga en clase, ya que estas
pueden permitir u obstaculizar la emergencia de conexiones matematicas.

Por lo tanto, es necesario que los profesores brinden a los estudiantes oportunidades

para conectar lo que estan aprendiendo con lo que ya saben, de manera que se facilite el proceso
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de construccion y reconstruccion del aprendizaje (DE LA FUENTE; DEULOFEU, 2022) y que
aborden tareas ricas en conexiones matematicas que permitan el desarrollo de diferentes
procesos cognitivos, dejando de privilegiar el ensefar procesos de forma mecanica a la hora de
abordar estas funciones. Cabe sefalar que es importante que las funciones se dejen de ensefar
por separado y solo se mencione que una es inversa de la otra, sino que se use esta caracteristica
principal y se establezca la conexion de reversibilidad entre los elementos de ambas funciones
y se use para resolver diferentes tareas.

Los resultados de esta investigacion no se pueden generalizar, pues es un estudio de caso
en el que particip6 un profesor de matematicas y su respectivo grupo de estudiantes. No
obstante, esta investigacion aporta, por un lado, el uso del andlisis ontosemidtico para identificar
conexiones matematicas y, por otro lado, un panorama que muestra una posible causa de las
dificultades reportadas en la literatura, que los estudiantes han presentado a la hora de resolver
tareas asociadas a las funciones exponencial y logaritmica. Esto porque la mayoria de las
investigaciones asociadas al aprendizaje de estas funciones se han centrado en analizar lo que
sucede en una muestra de estudiantes fuera del aula, lo cual hace diferente a esta investigacion
en la que se analizaron las videograbaciones de las clases empleadas por un profesor para
ensefiar estos conceptos y, asi, ver lo que ocurria en un ambiente de aula (modalidad virtual).

Finalmente, los resultados pueden servir para que futuras investigaciones disefien planes
de aula o tareas que el profesor pueda llevar al aula, con el fin de que se promueva la
comprension de los estudiantes mediante el establecimiento de conexiones matematicas.
También, para comparar lo que sucedio en esta clase con lo que suceda en otras en la que
participen diferentes profesores y estudiantes, incluso comparar las conexiones matematicas
que emergieron en una clase en modalidad virtual y las que ocurran en una clase en modalidad
presencial y, asi, poder indagar acerca de otras posibles causas de las dificultades, en tanto que

esto ha sido poco estudiado.
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