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1 — INTRODUGCAO

PIMENTEL GOMES e MALAVOLTA (1949) indicaram a
marcha a seguir para a interpolagdo da equacdo de MITS-
CHERLICH a dados experimentais pelo método dos quadradocs
minimos, que equivale, no caso em aprego ao da méaxima ve-
rossimilhan¢a (“maximum likelihood™). Infelizmente, porém,
a marcha a seguir era bastante laboriosa.

Agora, porém, apresentamcs uma série de seis tabelas de
funcgbes, que permitem uma interpola¢do rapida e precisa.

2 — OS POLINOMIOS TABULADOS

Admitimos o caso de uma experiéncia com testemunha e
quatro tratamentos com as doses q, 2q, 3q, 4q de elemento fer-
tilizante ou adubo. Preferimos tomar por base ésse caso por-
que néle o numero de tratamentos ndo é excessivo e conduz a
uma andlise de varidncia com dois graus de liberdade para &
correlacdo pela lei de MITSCHERLICH (PIMENTEL GOMES
(1950a) e (1950D).

A equacio em c a ser resolv1da é entao

—c xi
2yi n 210
, —c xi —c xi —2c xi| 0
Zxiyi 10 2xi 10 Xxi 10 -
, —c¢ xi —c¢ xi —2¢ xi
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onde x1 =0, x2=q, x3 = 2q, x4 = 3q, x5 =49 e yl, y2, y3,
y4, y5 representam as produgdes obtidas com as doses x cor-
respondentes. Podemos tomar z = 10—cq e obtemos a nova e-
quagéo
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- Podemos dividir por z a segunda linha e fixar n = 5. Pa-
ra simplificar, ainda, tomamos g como unidade, de-sorte que
fica x1 =0, x2=1, x3=2, x4 =3,x5= 4 O determmante, es-
crito por extenso, serd o seguinte : : —

(y1+y2+y3+y4+yb) - 5 (1+'z—l—z2+z3+z4)
(y2-4-22y3-322y4 4423y 5) (14-22-+ 3224232 323-+-325-+-427) [—
(y1-l-2y2-1-22y3-|-23y4-- sy 5) (1-I-z-1-22-|- 23-1-2%) (1-I-22-}- 24-]- 26-|- 28)

O desenvolvimento désse determinante nos da:

vl (3z — 322 + 3z8 — 9z4 L 625 —
—-8z6 4 1327 — 3z8 — z9 — z10) -

+y2 (—3+ 224322 428 424 — -
—645+326—827+928—z9-_z10) +

y3 (1——7z+6z2+z3—|—3z4_
— 326 — z7 — 628 -}~ 729 — z10)

i
—_
]

'+y4 (1 + 2z — 922 + 823 — 3z4 + 625 —
— 26 — 27 — 3z8 — 229 - 3z10) -

y5 (1+ z + 3z2 — 1328 } 8z4 —
——6z5+926—3z7—1—3z8—3z9) = 0.

Bstes cinco pohnomlos sdo, porém, divisiveis por (z—1)3,

conforme se deduz de um trabalho de NOGUEIRA (1950). Fei-
ta a d1v1sao, obtemos

yl (3z 4 6z2 | 12z3 | 122a + 12z5 4 426 4 2z7) +

+ y2 (—3 — Tz — 922 — 823 — 324 426 4- 27) |

+y3 @ — 4z — 922 — 1328 — 1324 — 975 — 426 4 z7) +
4 oyd (1 + 4z — 323 — 8z4 — 925 — 726 — 327) 4

+ y5 ‘(1 + 4z + 1222 | 12z3 + 12z4 4 625 + 3z6) = 0.

~ Sdo estes polindmios, coeficientes dos diversos ‘valores de ,
que devemos tabular, afim de facilitar a resolu¢do da equago.
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Os valores de z que mteressam a tabulacio sfo os que vao
de 0 a 1, pois, sendo

Z = 10—0,

uma vez que tomamos g como unidade, e que temos ¢ > 0,
é claro que fica

0 <z 1.

O célculo das tabelas n3o poderia ter sido feito sem o au-
xilio inestimavel do pessoal e maquinas especializados da Se-
cdo de Estatistica da “Luiz de Queiroz”, gentilmente cedidos
pelo Prof. F. G. Brieger.

3 — UM EXEMPLO DE APLICACAO

Numa experiéncia de calagem de trigo realizada em Pon-
ta Grossa, Parana, pelo Ministério de Agricultura, aplicou-se
cal extinta (hidréxido de calcio) nas doses de 0, 2, 4, 6 e 8 to-
neladas por hectare. Utilizou-se um quadro latino de 5 x 5. A
cal foi aplicada em 1940 e o trigo foi cultivado de 1940 a 1948
nas mesmas parcelas. Os dados de 1942 sio dados a seguir.

Dose de cal 0 2 4 6 3

\

Colheita média (kg/ha) 984 | 1386 | 1458 | 1486 | 1464

A equacgdo a resolver sera, pois,

R(z) = 984 J1 (z) 4 1386 J2 (z) + 1458 J3 (z) +
-+ 1486 J4 (z) + 1464 J5 (z) = 0,

onde J1(z), J2(z), etc., sdo os polinémios tabulados.

Para z = 0 as tabelas nos dio:

J1(2) =0,J2(z) =—3,J3(z) =Jd(z) =J5(z) = 1

Logo fica:

"R (0) =984 X 0 — 1386 X 3 1458 X 1+~
+ 1486 X 1 4 1464 X 1 = 250
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Para z = 1 obtemos analogamente

R (1) = 984 % 50 — 1386 X 25 — 1458 % 50 — 1486 X 25 +
4 1465 X 50 = — 22300.

Como R(0) e R(1) tém sinais contrarios, existe, de fato,
a raiz procurada entre 0. e 1. Essa raiz deve estar mais préxi-
ma do 0 do que 1, como se vé facilmente. Tentemos entio,
por exemplo, z = 04 Vem, com o auxilio das tabelas,

R(0,4) = 984 X 3,376 — 1386 < 7,811 — 1458 X 3,312 + -
4 1486 X 2,077 + 1464 X 5,669 — — 947,120.

Logo, a raiz esta entre zero e 0,4, ficando mais préoxima de
zero. Tomemos, pois, z = 0,1. Obtemos ‘ainda com o auxilio
das tabelas, o
R(0,1) ——984 X 0,373 — 1386 X 3,798 + 1458 X 0496 +

+ 1486 X 1,396 4 1464 X 1533 = 144,940.

. Como R(0,1) é positivo e R(0,4) é negativo, a raiz estara
entre 0,1 e 0,4. Seja, pois, z = 0,25. Fica: _

R(0,25) = 984 X 1,372 — 1386 >< 5448 — 1458 X 0,826 |-
+ 1486 X 1,911 + 1464 X 2991 —= - 186,618.

A raiz esta, pois, entre 0,1 e 0,25.

Até aqui, os calculos poderiam ter sido feitos, sem nenhum
prejuizo, com apenas duas decimais ou mesmo com uma sé.

Agora, que ja esta localizada a raiz num intervalo bastan-
te pequeno, podemos tentar determiné-la com meétodos mais
precisos.

Quando z-varia de 0;1e 0,25, isto ¢, quando sofre um a-
créscimo de 0,15, o acréscimo de R(z) é

144,940 — (— 186,618) — 331,556 ~ 332.

Fazemos uma regra de trés:

0,15 332
X g 145.

Obtemos x = 0,066. Temos entdo, como melhor estimativa
da raiz, z = 0,1 + 0,066 — 0,166. A raiz verdadeira estara nas
proximidades déste valor. Tomemos, z = 0,16. Obtemos
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R(0,16) = 45,130.
A raiz esta, pois, entre 0,16 e 0,25. A nova regra de trés

0,09 232
X 45

nos da x = 0,02, logo z = 0,16 + 0,02 = 0,18. Temos, porém,
R(0,18) = 3,600.

A raiz esta, pois, entre 0,18 e 0,25, muito préxima do pri-
meiro valor. Nova regra de trés indica que a raiz estara entre
0,18 e 0,19. Facamos, entao, z =— 0,19 e obteremos

R (0,19) = — 18,032

A nova regra de trés sera

0,01 21,63
X 3,6

2

logo x = 0,0017. A raiz sera, pois, aproximadamente,
z = 0,18 + 0,0017 = 0,1817.

Temos, pois,
10—-c.2 = 0,1817.

logo

colog 10,1817
c = = 0,3703.
2

4 — O CALCULO DE A
O valor de A é dado pela férmula

2y 2zi--1
2y zi--1 Mz2i--2

5 Jai--1
3 zi-1 T'72i--2

ou ainda

1 | 71(—s— g t-254-28) 4v2 (1— 5— 2% — 25 438 o |
(4,1)A = ——| +-y3(1 —z8—2z5+28)+y4 (1} z2—-23—25--2"+28)+
P 350+ 5=a)

onde ‘

P(z) = 4 — 2z 4 222 — 423 — 425 4 226 — 227 | 4z8.
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Este Gltimo polindémio também foi tabulado. Os outros
polinémios que aparecem em (4,1) sdo calculados com facili-
dade, principalmente- se utilizarmos as tabuas de BARLOW.

No caso do exemplo acima, temos

P(0,18) = 3,6808, 1
P(Oylg) - 3,6639. z]

Por interpolacdo, achamos

P(0,1817) = 3,6779.

E obtemos ,
1 — 984 x 0,18766 4 1386 X 0,81214 -
A—=—nn— 4 1458 x 0,99380 4 1486 X 1,02681 +
3,6779 - 1464 X 1,03281
= 1475,8.
Finalmente,
1 A4z 22 4 28 4 2z4) b
b = log " — - r
c- 5A — (y1 4+ y2 4 y3 y4 + y5)
1
= —— log 3,0022
: c
= 1,2893.

Logo a equagio de MITSCHERLICH para o caso em es-
tudo é: ‘
y = 14758 [{ — 10-0,3703 (x + 1,2898)],

- 5 — UMA PROPRIEDADE IMPORTANTE
'Os polinémios tabulados

J1 (z) = 3z 4 622 41223 4 12z4 - 1225 -} 426 | 27,
J2 (z) = — 3 — Tz — 922 — 8z8 — 324 -+ 426 4 z7,
J3(2) =1 — 4z — 922 — 1323 — 1324 — 926 — 426 - 27,
J4 (z) =1+ 4z — 3z8 — 8z4 — 9z56 — Tz6 — 327,

J5 (z) =1 4 4z 4 1222 4 1223 4 1224 -+ 625 - 3z6
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tem a importante propriedade de que

(51) J1 (2) +J2 (2) 433 (2) + J4 (z) + J5 (2) = 0.

Esta propriedade nos permitiu verificar os calculos dos va-
lores das tabelas désses polinémios. Entretanto, devido as a-
proximacgdes usadas para fazer figurarem nas tabelas apenas
trés decimais, h4, em alguns casos, pequena diferenca, de um
milésimo, na venf1cagao da 1dent1dade 5,1).

Os polinémios tabulados séo :

J1 (2) =

'6 — TABELAS DOS POLINOMIOS

3z 4 622 41223 + 12z4 4 1225 + 426 -} zT,

J2 (z) = — 3 — Tz — 922 — 823 — 3z4 - 426 - zT,
J3(z) =1 — 4z — 922 — 1328 — 1324 — 925 — 426 | 27,
J4 (z) = 1 + 4z — 328 — 8z4 — 925 — T7z6 — 3z7,
J5 (z) =1 + 4z + 1222 - 1223 | 1274 - 625 | 3z6
P(z) =4—2z | 222 — 423 — 425  2z6 — 227 | 4z8.

[z [[J1(z) | J2(z) [ 33(z) [ J4(z) | I5(z) || P(z)
0,00 {0,000 | -3,000 ! 1,000 1,000 | 1,000 || 4,0000
0,01 || 0,031 | -3,071 | 0,959 1,040 1.041 3,9302
0,02 0,062 | -3,144 | 0,916 1,080 1,085 3,9608
0,03 0,096 | -3,218 | 0,872 1,120 1,131 3,9417
0,04 0,130 | -3,295 | 0.825 1,160 | 1,180 | 3,9229
0,05 0,166 | -3,374 | 0,776 1,200 1,232 || 3,9045
0,06 || 0204 | -3,45¢4 | 0,725 1,239 | 1,286 || 3,8363
0,07 || 0244 | -3,537 | 0,671 1,279 ' | 1,343 3,8684
0,08 0,285 | -3,622 | 0,615 1,318 | 1,403 || 3,3507
0,09 || 0,328 | -3,709 | 0,557 1,357 | 1,467 3,8333
0,10 0,373 | -3,798 | 0.496 1,396 | 1,533 3,8160
0,11 |[.0,421 | -3,890 [ n432 | 1,435 1,603 3,7988
0,12 || 0470 | -3,984 | 03¢5 | 1,473 1,676 3,7818
0,13 || 0522 | -4,081 | 9,295 | 1511 1,753 3,7649
0,14 || 0576 [.-4179 | 0,222 1,548 1,833 || 3,7420
0,15 0,633 | -4,281 | 0,146 1,585 1,917 3,7312
0,16 || 0,692 | -4,385 | 0,067 | 1,621 | 2,005 | 3,714
- 0,17 | 0,754 | -4,492 |-0,016 1,657 | 2,097 3,6976
0,18 [ 0819.|.-4601 . -0,103 | 1,692 [ -2,193 | 3,6808
0,19 || 0888 | -4,7i3 |-n193 | 1726 | 2,293 3,639
0,20 0,959 | -4,829 |-0,288 1,760 | 2,397 3.6468
0,21 1.034 | -4,946 |-0387 | 1,792 | 2,506 || 3,6297
022 || 1,113 | -5,067 |-0490 | 1,824 2,620 3,6122

| 0,23 i195 | -5,191 | -0,597 1,854 | 2,739 || 3,5948
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z ||J1(z) | J2(z) | J3(z) | J4(z) | J5(2) H “P(z) |
r 024 || 1,282 | :-5318 |-0,709 | ' 1,883 2,862 || 3,5TM
025 || 1,372 -5448 |-0,826 | 1,911 2,991 3,5590
0,26 1,467 -5,581° ! -0,948 | 1,938 3,125 3,5407
0,27 1,566 | -5/718 | -1,075 {. 1,962 -3,265 3,5220
0,28 1,670 -5,858 |.-1.208 | 1,986 | -3,410 3,5030
0,29 1,779 -6,001 | -1,347 | 2,007 |. 3,561 .|| 3,4835
0,30 1,893 -6,147 {-1,491: | 2,027 {-3,718 3.4636
0,31 2,013 -6,297 | -1,641 | 2,044 -3,881 3,4432
0,32 || 2,138 -6,451 | -1.798 2,059 | 4,051 3,4222
0,33 2,270 -6,608 | -1,961 | 2,072 | 4,228 3,4007
0,34 2,407 -6,768 | -2,132 2,082 | 4,411 3,3786
0,35 2,551 -6,983 {-2,309 2,089 | 4,602 3,3558 .
0,36 2,701 -7,101 1|-2,494 '} 2,004 1 .4800 ; 3,3323
0,37 1| 2,859 -7,272 | -2,386 2,095 | 5,003 | 3,3081
0,38 || 3,023 -7,448 | -2.886 2,093 | -5,218 {| 3,2831
0,39 3,196 -7,627 | -3,095 2,087 5,439 || 32573 |
. 0,40 3,376 -7,811 | -3,312 2,077 | .5,669 i| 3.2308 |
0,41 3,565 -7,998 | -3,538 2,064 -5,907 1] 3,2030
0,42 3,762 -8,189 | -3,773 2,046 6,154 || 3,1744
0,43 3,968 -8,385 | -4,017 2,023 | 6,410 || 13,1448
0,44 4,184 -8,584 | -4,271 1,996 | 6,676 ;| 3,1142
0,45 4,409 -8,788 | -4,536 1,963 6,951 || 3.0825
0,46 4,644 -8,995 | -4,811 1,925 7,237 | 3,0497,
0,47 || 4,890 | -9,207 | 5097 | 1,881 | 7,532 || 3,0157
0,48 5,147 | -9,423 | -5,394 1,831 7,839 ' 2,9805
0,49 5,415 -9,643 | -5,703 1,774 8,156 || 2,9440
0,50 5,695 -9,867 | -6,023 | 1,711 8,484 | 2,9062
0,51 5,988 | -10,006 | -6,357 1,640 | 8,825 2,8671
0,52 6,293 | -10,328 | -6,703 1,562 9,177 || 2,8266
0,53 || 6,611 |-10,565 | -7,063 1,475 9,542 2,7348
0,54 6,943 | -10,807 | -7,436 1,380 9,919 2,7414 i
0,55 7,289 | -11,052 | -7,823 1,276 | 10,310 || 2,966 |
0,56 7,651 | -11,302 | -8,226 1,163 | 10,714 || 2,6503 ;
0,57 8,027 | -11,556 | -8,643 1,040 | 11,132 || 2,6024
0,58 || 8,420 |-11,814 | -9,076 | 0,906 | 11,564 2,5530
0,59 || 8,829 |-12,076 !|-9,525 | 0,761 | 12,011 | 2,5020
i 0,60 9,255 | -12,342 | -9,991 0,605 | 12,474 2,4495
0,61 9,699 |-12,613 |-10,474 | 0436 | 12,952 ||. 2,3953 .
./ 0,62 | 10,161 |-12,887 [-10,975 | 0,255 | 13,446 -2,3395
' 0,63 | 10,643 |-13,166 |-11,494 | 0,061 | 13,957 -] 2,2822 |
I 0,64 11,144 |-13,448 |-12,033 -0,148 14,485 2,2232
| 0,65 11,666 -13,734 |-12,590 | -0,371 | 15,030 2,1626 |
066 || 12,208 | -14,024 |-13,168 | -0,610 | 15,593 2,1005
0,67 |'12,773 |-14,318 |-13,766 | -0,865 | 16,176 2,0363
0,68 || 13,361 | -14,616 |-14,386 | -1,136 | 16,777 1,9717 .
0,69 13,972 | -14,917 |-15,027 | -1,425 17,398 1,9050
0,70 14,607 | -15,221 |-15,691 -1,733 | 18,039 || '1,8369
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Tz [[Il(z) | J2(z) ! J3(z) | J4(z) | I5(z) || P(z) |
0,71 ]| 15,267 |[-15,529 [-18,379 | -2,060 | 18,700 1,765
0,72 | 15,954 |-15.840 |-17,090 | -2,407 | 19,384 1,6967
0,73 | 16,667 |-16,154 [-17,826 | -2,775 | 20,089 1,62438
0,74 || 17,408 |-16,471 |(-18,587 | -3,166 | 20,816 1,5518
0,75 || 18,177 |-15,791 [-19,374 | -3,579 | 21,567 14777
0,76 || 18,977 |-17,114 |-20,188 | -4,016 | 22,342 1,4028
0,77 || 19,806 |-17,439 }-21,030 | -4,478 | 23,141 1.3271
0,78 || 20,668 |-17,768 -21,900 | -4,967 | 23,965 1,2509
0,79 || 21,562 |-18,095 ,-22,800 | -5482 | 24,815 1,1742
0,80 || 22,490 |-12,.427 {-23,729 | -6,026 | 25,692 1,0972
0,81 || 23,852 |-18,759 i-24,689 | -6,599 | 26,595 1,0203
0,82 |l 24,450 |-19,094 [-25,680 [ -7,204 | 27,527 0,9435
0,83 || 25,486 |-19.429 [-26,7704 | -7,840 | 28,487 0,8671 |
0,84 || 26,559 |-19.765 |-27,762 | -8,509 | 29,477 0,7915
0,85 || 27,672 |-20,102 |-28,854 | -9,214 | 30,497 0,7168
0,86 || 28,826 |-20,440 |-29,980 | -9,954 | 31,548 0,6434
0,87 || 30,021 |-20,777 [-31,143 |-10,732 | 32,631 0,5717
0,88 | 31,259 |-21,114 !-32,343 [-11,548 | 33,746 0,5020
0,89 || 32,542 |-21,451 [-33,581 |[-12,406 | 34,895 0,4347
0,90 ![ 33,871 |-21,786 |[-34,858 |-13,305 | 36,078 0,3702
0,91 || 35,247 |-22,120 |-36,175 |-14,248 | 37,297 0,3090

0,92 || 36,672 |-22,453 |-37,533 |-15,237 | 38,551 0,2516
0,93 || 38,146 | -22,783 |-38,933 —16,273 39,843 0,1985
0,94 | 39,672 |-23.111 [-40,376 |-17,357 | 41,172 0,1503

[
|
0,95 || 41,252 |-23436 [-41,863 [-18,493 | 42,541 [ 0,1076
{
|
l
1

0,96 || 42,886 |-23,758 [-43,395 |-19,681 | 43,949 0,0709
0,97 || 44,576 | -24,075 |-44.974 [-20,924 | 45,398 90,0411 |
0,98 | 46,324 | -24,389 {-46,600 [-22,223 | 46,889 0,0188 |
0,99 || 48,131 | -24,697 [-48,275 |-23,581 | 48,422 0,0049 |
i
i

| 1,00 || 50,000 |-25,000 [-50,000 [-25,000 | 50,000 || 0,0000

7. UMA OBSERVACAO IMPORTANTE

) A equacio (2,1), depois de ordenada em relacdo a z, nos da:
V1 4+ y2 4 y3 — y4) z7 4+ {4yl 4 4y2 — 4y3 — Ty4 +

-+ 3y5) z6 + (12y1 — 9y3 — Yy4 + 6y5) z5 + (12y1 — 3y2 —
— 13y3 — 8y4 -- 12y5) z4 + (12y1 — 8y2 — 13y3 — 3y4 +
4+ 12y5) z3 4+ 6yl — Sy2 — 9y3 4 12y5) z2 + (3y1-—-
7y2—4y3+4y4—|—4y5) z+4+ (—3y2 4+ y3-+y4+75 =

Esta equacdo devera ter pelo menos uma, variagdo de sinal
para que seja possivel a interpolac¢do. Com efeito, a auséncia de
variacdo indicaré .a inexisténcia de raiz positiva, logo a impos-

sibilidade de se localizar a raiz z, entre zero e um, que procura-
mos.
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