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1. — INTRODUGAO — Muitos dos que estudaram os in-
finitésimos, também chamados infinitamente pequenos, devem
ter notado a curiosa analogia entre os teoremas sObre as or-
dens infinitesimais dos produtos, quocientes, poténcias e rai-
zes de infinitésimos e as propriedades dos logaritmos.

O autor déste trabalho, preocupado com essa interessante
analogia, chegou a demonstrar um teorema que relaciona as
ordens infinitesimais aos logaritmos, deixando o assunto per-
‘feitamente esclarecido.

2. — PRELIMINARES SOBRE AS ORDENS INFINITESI-
‘MAIS — Sejam vy, z, u, t, etc. fun¢des reais de uma variavel
real x. Se tivermos : .

Iim y=0 , lim z=0 , lim u=0 , Ilmt =0,
X—>r X—>r X—>T x>

e assim por diante, entfo y, z, u, t, etc. sdo, por definicéo,
func¢des infinitésimas ou infinitésimos ou infinitamente peque-
nos no ponto r.

Daf se conclui que o conceito de infinitésimo esta estreita-
mente ligado aos de funcio e limite.

Suponhamos que tomamos o infinitésimo y para térmo de
comparacho; y € ent&o o nosso infinitésimo principal.

(2,1) Ainda por defini¢fio, se tivermos :

(1) lim | 2|

x>r |yl|F =k,

sendo k um numero finito e diferente de zero, diremos que
z é de ordem p em rélacéio ao infinitésimo principal y Isto se
pode indicar pela seguinte notacdo: === === .

ordy z=p ,
sendo p um numero real positivo.

De (1) se conclui que

lzl
Ty TR

sendo t um infinitésimo no ponto r.
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B ficil demonstrar que, sendo z de ordem p em relacéo a
y € sendo p > q, témos :

lim Isl
x—>T lyl‘l

0 que indica que z é de ordem superior a q.
Se, pelo contrario, p <q, temos :

lim |3] =4 w
x>r |y]|d

)

0 que indica que z é de ordem inferior a q.

As vezes a relagto _lli_'l—“—nao tende para nenhum limite
v
quando x tende para r, embora se mantenha constantemente
entre dois valores finitos e do mesmo sinal. B o que acontece,
por exemplo, se tomarmos

z = (3 + sen %) x2

. ey = X, Infinitésimos no ponto zero.

Fica :
1

I‘zl 1
X

lyl?

= 3 - sen

O segundo membro n#o tende para nenhum limite guan-
do x tende para zero. Mas se mantém constantemente finito e
néo nulo, pois podemos escrever :

4

E1N
dyld

2,2) NIEWENGLOWSKI estende a @&sse caso,’ acompa-
nhando CAUCHY, o conceito de ordem infinitesimal como se
segue. Sendo h >0, podemos escrever :

2

IA

IA

lim |2 + - lim | 81 —
X—>7r |y|2+h X—>r lylz-h
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Portanto a ordem infinitesimal p do infinitésimo g em re-
lacio a y ¢ tal que

2—+’h<p<2+h

Como h pode ser téo pequeno quanto se queira, pode-se to-
mar p — 2 como limite. :

Poderiamos, sem muita diﬁculdade, ‘estender a ésse caso a
definicio de ordem infinitesimal sem ser preciso recorrer a
uma nova passagem a0 limite. Basta, pa.ra isso, definir como
se segue a ordem infinitesimal.

(2,3) Sendo z e y fun¢des infinitésimas de x no ponto r,
diz-se que z é de ordem p em relagéo a R quando podemos es-
crever :

| 2| — T y .
|y’p_r(x/+ta

sendo t um infinitésimo no ponto re F(x) tal que permita
que se escreva, :

m < F(x) <n

nas vizinhancas do ponto r, sendo m e n nimeros finitos
e positivos, e sendo ainda considerada apenas a determinacéo
real positiva de |y | '

Como caso particular pbdemos ter:

Px) =k

cendo k uma constante.

No caso das func8es complexas de uma varidvel comple-
xa ou funcdes vectoriais de um escalar ou vector, o conceito de
ordem infinitesimal se reduz ao caso anterior pela consideracfio
de seus médulos, e portanto nossa ultima definicio continua
de pé.

Por exemplo a varidvel complexa Z=X4 yl,comxey
reals, ¢ infinitésima no ponto (0,0), pois temos

—V = + ¥
cdim |2 | =0 . esereve-ge limz=0 ou z— 0
x-=>0" x—> 0

y—=0 ' - y—>0
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E evidente que, sendo F(z) — f(z) + 1. g(g) se F(z) for
infinitésima em 2z, entfo f(z) e g(z) serfio infinitésimas em
zs, © reciprocamente.

Por exemplo a funcéio complexa y — F(z) = 22 4 23 é de
segunda ordem em relacio & 2z, pols temos:

12 — 121 _ 1+ 2] _ 1+ ]

z]2 — ls]2 = lz]?
1— |3 s—'_l‘i-—;tl,ile+lzl

o lim |2 4+ B |22 4+ 2| _ .
z~>0——_——|z|’ lou————-——lz“ = F(x) + t

sendox =|z| e1/2 < F (x) €3/2 para x < 1/2.

Sendo x uma variavel real, a funcéo vectorial

v=x3 4+ xj + l/ X Kk é de ordem 1/2 em relagio a X,

pois temos

|x 13— |3 —|x| _ IV]| < I x4 Ix]+1x| e

(x| = xpE = |x1
| x]1%+ 1x] L.V lx18 4 Ix!
1- RIRA Ele’/251+ | x )2
ol Tl 1 on vt =F 1x) 4 t,

x—> 0 | x| | x|

1 7 1
sendo — < F (x) << — para X | << —
. 5 (x) . P l.l .

3. — AS ANALOGIAS A EXPLICAR — S8#io as que se se-
guem, nas quais além da anotagio j4 exposta para a ordem in-
infinitesimal, utilizaremos a nota¢io comum (log, b) para o
.logaritmo real de b na base a > 0.
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a) Produto de inﬁnitésimos z, u t, etc

on:{v (zut...) = ord u + otd z 4. ord t +
a’) Produto de numeros positivos qualsql.ler. b, < a, etc.
“log. (h. c. d...) = loga b + log. e <+ loga d + ...
.b) Quociente de dois infinitésimos x e u.

. A
— .= ordy 2 — ordy u

ord,
b’) Quociente de do‘is numros positivos quaisquer b e e.
. b
loga - - = log. b — log. ¢
c) Poténcia de expoente m de um infinitésimo =,
. ordy 2" = m ordy g

¢') Poténcia de expoente m de um mimero poslt.ivo qualquer b,

loga b™ = m log, b.
d) Raiz de indice n de um infinitésimo z.

n
ordy [/z ='—:;ord_\.:

d’) Raiz de indice n de um nuimero positivo qualquer b,

. .
log, l/ b = % log. b

A analogia é perfeita, como se vé. Qual a sua razéo? O
teorema seguinte esclarece bem o motivo.

4. TEOREMA — Se g é um infinitésimo de ordem g em re-
lagho a y, z.€ y sendo func¢8es de x infinitésimas no ponto r, en-
tho existe o limite do logaritmo de |z]| na base |y| e ésse li-
mite é igual a q. o

Tese: Se ordy z = q , entfio lim log |3| = q
x—=>r |yl
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Demonstragio — Seja, por hipétese, e de acdrdo com as
convenc¢des estabelecidas :

T = FiE) 4+t
| Iq ) +
Vamos demonstrar que eXiste ‘
lim log‘ lz| = q
x—>r |yl

Podemos escrever :

log. {z| = qloga | y| +loga [F (x) 4 t], com a == 1 positivo.
o log 12| —q + loga [F(x) + t|
log | y | loga |yl

Mas m < F(x) < n. Portanto, se representarmos por
u o valor absoluto do segundo térmo do segundo membro da il-
tima igualdade, poderemos escrever, sendo A o maior dos lo-
garitmos de m e n, em valor absoluto :

A
0 <cu< l————l
loga |yl
Mas .
lim A — 0
x—>r1r loga |y
Portanto |
limu, = 0
X—>T
B facil concluir que
lim  loga !z} q
x—>r loga 1 yl{
1
Mas q = ordy z ¢ togs 2]

=log | z|
loga |Y\ vl
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-Portanto : .

ordg z = lim log |z]| C. Q. D.
x—r |yl

A reciproca désse teorema, porém, néo € verdadeira, isto ¢,

a existéncia de lim log |z2| = p néo implica necgssariamen-
x—>0 |y

te que a ordem de z em lelacéo a y tal como foi definida em

(2,3), seja p. Mas é verdadeira se tomarmos por base a defini-
c¢do (2,2).

Por exemplo, seja z — x2 log X, y = X.

Temos :
lim log [z] _ 21log |x| + lc.)_glogl.‘(l___2
x—=>0 |yl log | x|
No entanto
lim lz| lim |log x|
—_— — = [0 ¢]
x—> 0 lyl? x—>0 T

e portanto z nfo é de segundo ordem em relacéo a x se-
gundo (2,3), mas o é segundo (2,2), conforme o leitor podera
verificar.

Demonstrado éste teorema, os teoremas comuns s6bre pro-
dutos, quocientes, poténcias:e raizes de infinitésimos podem
ser expressos por um corolirio déle.

COROLARIO — As ordens infinitesimais dos produtos,
quocientes, poténcias e raizes de infinitésimos obedecem as
mesmas propriedade correspondentes dos logaritmos.

5. — ORDENS DE INFINITUDE — Sendo Y uma funcéo
de x tal que
liim Y = "'_— w,
X—>r
diz-se que Y é uma funcgio infinita ou um infinito. no pon-
tor.
Pode-se definir a ordem de infinitude de um infinito Z em
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relacéo a um infinito prlncipal Y. 0 lnhnito Z serd de ordem p
em relacfo a Y se pudermos escrever :

lim |Z]
x—>r |Y[

]

sendo k um numero finito e diterehte de zero.

De uma maneira mais geral, pode-se dizer que Z é de or-
dem p em relaclo a Y se, sendo h >0, tivermos :

lim 2] e ® lim, |Z.|
x—>r |y x—>r | Y[pt*

De um modo um pouco menos geral poderfamos diger que
Z é de ordem p em relagho a Y no ponto r se pudermos escrevr :

=0

' Z |
— = F{x) +t
Y x +
sendo t um infinitésimo no ponto r e F(x) tal que Se possa
escrever :
m < F(x) <n,

sendo m e n numeros finitos e positivos.
Como caso particular temos aquele em que F(x) ¢ igual a

uma’ constante k.

Mas essas novas definigfes sfio desnecessédrias, pols a or-
dem de infinitude dos infinitos pode sér reduzida facilmente &
ordem infinitesimal dos infinitésimos. Pols se Z e Y s&o infi-
nitos, - 71 e -1 sfo infinitésimos. E a ordem de infinitude de Z

em relacfoa Y corresponde exatamente & ordem infinitesimal de

: 1
_7%., em relaq&oa-i:

Seja LN y e podemos escrever :

Y
1 lim
ordy T = x—>r I Z I
— lim | Z ]
= x—»r oryl '

= — ordy Z
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Analogamente, sendo z um infinitésimo temos :
ordy - = ordy z .

Daf se conclui que a ordem de infinitude n&o € mais do
que uma ordem infinitesimal negativa.
. Portanto. a ordem inflnite31mal considerada de um modo
bem geral, pode ter qualquer valor real, positivo ou negativo.
A ordem infinitesimal nula corresponde as funcdes finitas
e néo nulas. ]
Sim; pois sendo s uma funcéo de x néo infinitésima e nfio
infinita no.ponto r, podemos escrecer :

Isol — F&) + t,
¥
~ pois daf tiramos : |
ISl == F(X) + t s

e como estdo excluidos os casos de

lim s =0 e lim s ==
X—>T X—>r

evidentemente teremos nas vizinhaneas de r:
m< |s|] <n
-se s for uma funcéo. finita e ‘nio nula.

E como t é infinitésimo no ponto r, podemos escolher um
entérno de r tal que i

n
e |t] <7

de onde se conclui que

g < Fix) <n
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nocasodet >0 e

m < Fl) <27

nocaso de t €« 0

Em amhos os casos s serd de ordem zero em relagéo ao in-
finitésimo y, como queriamos demonstrar.
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