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1. INTRODUÇÃO 

Embora tenha sido ultimamente pouco discutido, o cálcu
lo da média aritmética e do desvio padrão de produtos e quo-
cientes apresenta grande interesse estatístico, apesar da nova 
técnica desenvolvida por GEARY (1930) para o estudo de quo-
cientes. Sobre o assunto podem ser consultados DAHLBERG 
(1940), JOHNSON (1951) e YULE e KENDALL (1937). 

Neste trabalho apresentamos aos estudiosos a dedução das 
fórmulas utilizadas no cálculo da média e do desvio padrão de 
quocientes, e também exemplificamos a aplicação dessas fór
mulas. Os quocientes apresentados provêm de medições efetua
das em cavalos da raça Mangalarga. 

2. MATERIAL E MÉTODO 

Os dados apresentados no Quadro 1 são os que serviram 
de base para elaboração do presente trabalho. Foram obtidos 
em cavalos de 2,5 a 3 anos de idade, da raça Mangalarga, com 
auxílio do bastão de Lydtin, exceptuando-se o comprimento do 
pescoço que foi tomado com uma fita métrica. O critério que 
adotamos para mensurações foi o descrito por JARDIM (1952), 
com ligeiras modificações, conforme as ressalvas mencionadas. 

Altura 

(a) —Na cernelha — o ponto mais alto desta. 
(b) —Na garupa — o ponto mais elevado da garupa. 
(c) — D o costado — do ponto mais alto da cernelha ao ex

terno, considerando a mesma vertical em que foi to
mada a altura na cernelha (4 e 5) . 

Comprimento 

(a) —Da cabeça — do vértice da cabeça à ponta do fcunho. 
(b) — Do corpo — da ponta da espádua à ponta do focinho. 
(c) — D o pescoço — da nuca ao limite do pescoço com a 

cernelha. 
(d) —Da espádua — da ponta ao alto da espádua. 
(e) — D o braço — da ponta da espádua à ponta do codilho. 
(f) —Da garupa — da ponta da garupa à das nádegas. 
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(g) —Da soldra-anca — da ponta da anca à da rótula. 
(h) —Da soldra-nádega — da ponta da rótula à ponta da 

nádega. 

Segundo o sistema Eclético de proporções elaborado por 
LESBRE (1930), para cavalos de sela do tipo médiolíneo, as di
mensões das diferentes regiões do corpo animal devem apresen
tar uma certa proporção (ou quociente) em relação ao compri
mento da cabeça que é tomado como base. 

Os quocientes observados entre as dimensões das regiões 
consideradas, e o comprimento da cabeça, estão inclusos no 
Quadro 2. 

3. FÓRMULAS UTILIZADAS 

Quando temos uma série de quocientes e desejamos a mé
dia aritmética e o desvio padrão, podemos seguir dois caminhos: 
a) Fazendo-se previamente o cálculo de todos os quocientes in-

x 
dividuais q — e, encarando-os como simples variáveis, de-

y 
terminar as estatísticas com as fórmulas conhecidas. 

b) Utilizando-se fórmulas especiais, em que figuram as 
médias de x e de y (x, y) e os desvios padrões respectivos s 
(x) e s ( y ) . 

Na ausência de correlação as fórmulas são : 



Quando há correlação, as fórmulas são : 

Estas fórmulas são apenas aproximadas, mas dão bom re
sultado quando é baixo o coeficiente de variação de y (inferior 
a 30%), e melhor ainda, quando também é baixo o coeficiente 
de variação de x. 

4. DEDUÇÃO DAS FÓRMULAS 

Suponhamos que a variável x tem média a e variância 
o2 ( x ) , ao passo que y tem média 0 e variância o2 (y) • Se
ja ainda : 

Se for pequeno o coeficiente de variação de y, v será pe
queno, o que justificará que, no desenvolvimento em série de 
(1 -{- y) desprezamos as potências de v superiores a segunda. 



Obteremos então : 

Se o coeficiente de variação de x também não fôr grande, 
os valores de u serão pequenos e poderemos desprezar o termo 
uv 2 da última equação, ficando, pois, 

A média /u de q e, por definição, E ( q ) , onde o símbolo E 
indica esperança matemática. Logo : 



Se substituirmos em (3 .3) os parâmetros n, a, o2 (y) 
pelas estimativas respectivas q, x, y, s 2 ( y ) obteremos a fór
mula (2.5). E se as variáveis x e y forem independentes, sua 
covariância será nula e teremos a fórmula (2.3). 

De (3.1) obteremos ainda 

desde que se desprezem os termos de grau superior ao segundo. 
Daí obteremos então 

UV ) 

(3.4) E (q2) = 
a 2 ( x ) G 2 ( y ) Cov(x,y) 

cr 2 /32 cr /3 

Utilizamos aí a relação não dada acima 

E ( U 2 
a 2 ( x ) 

Agora, sabe-se que 

logo, de (3.3) e (3.4) obtemos 

c 2 ( x ) , a 2 ( y ) 2 Cov(x,y) 
a 2 /3 2 a/3 



de onde deduziremos a fórmula (2.6) mediante substituição 
dos parâmetros pelas estimativas respectivas e abandono dos 
termos de grau mais elevado. Se, a seguir, admitirmos que x 
e y são independentes, chegaremos à fórmula 

que difere de (2.4). Para obter a fórmula (2.4), mais aproxima
da, é preciso considerar mais termos no desenvolvimento de q 2 , 
isto é, tomar 

q /3* 

2 0 * u ) 2 ( L v r a = 

2 
( U 2 u + u 2 ) ( 1 - 2 v + 3 v 2 ) = 

A2 

= _9LÍ (| + 2u - 2v + u 2 - 4uv • 3v 2 

ft2 

-2u 2 v • 6uv 2 + 3 u 2 v 2 ) 

Mas, como u e v agora são independentes, 

E ( u v ) = E (u) E ( v ) = 0 

E ( u 2 v ) = E ( u 2 ) E ( v ) = - ^ i - o = o 

E (uv 2 ) = E ( u ) E (v 2 ) = o 

a 2 ( x ) o* (y ) 
E (u 2 v 2 )=E ( u 2 ) E ( v 2 ) = 2 o 2 

cr 73 



logo, 

de onde se conclui que 

Se aí substituirmos os parâmetros a , (i t o2 (x) , o 2 (y) 
pelas estimativas respectivas x, y, s 2 ( x ) , s 2 ( y ) , teremos obtido 
(2.4). 

5. APLICAÇÃO DAS FÓRMULAS 

Conforme tivemos oportunidade de frisar acima, iremos a-
qui aplicar as fórmulas dadas para uma série de quocientes, 
obtidos com dados em cavalos da raça Mangalarga, entre algu
mas medidas consideradas e o comprimento da cabeça. 

Os quocientes obtidos encontram-se no quadro 2. 

Os valores determinados para as estatísticas, aplicando-se 
as fórmulas (2.1) e (2.2) e aqueles obtidos pelas fórmulas 
(2.3) a (2.6) são dados no quadro 3; como aliás já dissemos, pa
ra a aplicação das duas últimas fórmulas necessitamos previa
mente conhecer se há ou não correlação entre as séries conside
radas. Para sanar esta dificuldade, fizemos também o cálculo 
da correlação e estudamos a sua significação estatística. 



6. RESULTADOS OBTIDOS 

Conforme depreendemos pelo quadro 3, os resultados obti
dos na determinação da média aritmética e do desvio padrão 
de quocientes, mostram que os dois processos utilizados ofere
cem praticamente o mesmo resultado. 

Portanto, não há razão para aplicarmos o processo mencio
nado em (a) , em que os quocientes são considerados separada
mente e as estatísticas determinadas segundo as fórmulas (2.1) 
e (2.2); assim, podemos sem relutância utilizar o processo ci
tado em (b) no qual a média e o desvio padrão dos quocientes 
são baseados unicamente no valor dessas mesmas estatísticas, 
porém, de cada uma das séries separadamente. Devemos ainda, 
atentar para o caso em que as séries sejam independentes ou de
pendentes entre si. 

7. ABSTRACT 

The authors prove some approximate formulas for the 
computation of the mean and the standard error of quotients of 
two variates, correlated or uncorrelated, with not too high co
efficient of variation. The formulas obtained are subsequently 
applied to some date on mensuration of horses of the Brazilian 
breed Mangalarga, by the eclectic system of LESBRE. The rel¬ 
sults obtained directly by the actual computation of the quo
tients as well as by means of the formulas with the aid of sta
tistics of the numerators and the denominators are given in 
table 3, showing excellent agreement. 
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